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CUVINT. ÎNAINTE 


. Apărută la începutul secolului nostru, teoria stratului 
limita este unul din capitolele fundamentale al mecanicii 
fluidelor ce se bazează pe introducerea unor ipoteze simplifi- 
catoare în ecuațiile lui Navier si Stokes. Această teorie izbu- 
teste să exprime- destul de bine fenomenele Jizice din zona 
de frontieră a obstacolului solid, aflat în contact cu fluidul 
-viscos, dind rezultate aproapiate de realitate. 

Dezvoltarea tehnicii actuale a ridicat probleme noi şi 
variate astfel că teoria stratului limită, sprijinită pe un număr 
ridicat de date experimentale cît şi pe numeroase generali- 
zări teoretice, a cunoscut o evoluţie intensă, chiar una furtu- 
noasă in deceniul trecut, când atenţia numerosilor cercetă- 
tori a fost atrasă: spre domeniul mișcărilor víscoase nesta- 
ționare. Titlul acestei cărţi reprezintă o descriere succintă 
pe care autorul a fost în stare să o formuleze pentru continu- 
tul și scopurile ei. De fapt, un titlu mai apropiat de conti- 
nutul ei ar putea fi „Despre mişcările nestationare ale flui- 
delor viscoase’’. Prezentul text este strict limiiat la cadrul 
teoriei stratului limita laminar nestationar plan. De aceea 
nu dam detalii asupra teoriei mișcărilor oseilatorii mici 
asupra turbulenței nestafionare precum nici asupra stabili- 
lati hidrodinamice. Ou toate acestea, aria acoperită de 
expunerea noastră rămîne suficient de largă pentru a 
cuprinde nenumărate aplicatii practice. 

ste astăzi îndeobşte cunoscut s? unanim acceptat faptul 
că pentru a răspunde necesităților de informare într-un dome- | 
niu considerat este necesară atit o sistematizare a cunosiin- 
telor fundamentale cit si a melodelor de rezolvare ale proble- 
melor care intervin in aplicaţiile de interes practic deosebit. - 
Dorinţa de informatie a cercetătorului modern nu poate fi 
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asiîmpărată cunoscind lucrările deven 
în permanenţă. informaţii tă oi 
adecvat o imagine coerentă si fide 
menulur pe care-l studiază. În pius, lipsa datelor noi poate 
Provoca o reținere a comunicării rezultatelor sale. În acest 
sens lucrările monografice, avînd drept scop să prezinte 
cititorului interesat, într-un mod unitar $i inteligibil, con- 
tributiile originale dispersate dintr-un anumit domeniu, 
sini de o maximă utilitate 
Lucrarea noastră urmărește expunerea unor notiuni de 
bază si a cîtorva metode matematice aplicate la probleme 
actuale din teoria mişcărilor víscoase nestaţionare. Astfel, 
pe de o parte, s-a pus accentul pe obținerea unor solutii ana- 
litice exacte sau aproximative, deosebit de utile chiar în 
această epocă a aplicării pe scară largă a calculatoarelor, 
cit şi pe folosirea metodelor numerice, pe de altă parte. 
La selectarea materialului, s-a omis demonstrarea UNOT 
teoreme de matematică, a căror cunoastere nu este absolut 
necesară pentru înţelegerea mecanismului de aplicare a 
metodei. In consecință, întreaga teorie a convergeniei si sia- 
bilitátii soluțiilor problemelor cu condiții initiale si la limită 


ite clasice; el vrea 
» care să reflecte cit mat 


a fost doar amintită. făcându-se, uneori, trimiteri la surse | 


bibliografice. Fără îndoială, că întelegerea esenței teoriei 
stratului limită se obține pe calea analizei unei serii de 
probleme model bine alese, suficient de simple pentru un 
studiu detaliat la nivel de rigurozitate adoptat în matematică. 

Punind accent pe tratarea matematică a problemelor 
selectate, ne-am străduit totodată să expunem o reprezentare 
coerentă a relaţiei. teorie-experiment si eventuale aplicaţii 
practice posibile. În plus, s-a încercat să se pună la dispo- 
ziția cititorului interesat referiri la acele lucrări care vizează 
puncte de vedere mai noi ca cel al metodelor numerice, Suc- 
cesul acestora datorindu-se actualitătii şi importantei apli- 
cării lor la problemele practice pentru care nu se cunoaste 
o soluție analitică dar care necesită un răspuns imediat, 
Se poate constata cw ușurință că destul de mulie lucrări 
privesc aceeași problemă dar inspirate de la diferite aplicații 
practice ; cu alle cuvinte există, pe de o parte, unele repetitii 
de procedee iar pe de alta, apar rezolvári diferite la probleme 
asemănătoare, Acest lucru se datorește compromisului pe 
care l-am încercat între cerința de a face, oarecum, indepen- 
dentă lectura unor subiecte si tnserarea a cit mai multor 
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aspecte în ansamblul lucrării. 
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Lucrarea se adresează in primul rind cercelătorilor din 
domeniul teoriei stratului limită, cadrelor didactice, inginerilor 
si în general tuturor acelora care posedă o înţelegere rezona- 
bilă a mecanicii fluidelor. Desigur, elaborínd o lucrare 
monografică de acest gen, aulorul a fost nevoit să urmărească 
şi să prezinte rezultatele a foarte mulţi cercelători. Aceasta, 
implică o anumită responsabilitate, cerimdu-se a avea destul. 
de multă experienţă în selectarea și prelucrarea materialului 
existent în acest domeniu. Apoi, este foarte dificil a judeca 
importanţa unora sau altora dintre lucrările apărute. A stfel, 
există în cartea noastră lucrări importante comentate doar 
pe scurt, altele numai citate iar unele poate nici n-au fost 
amintite. Fără îndoială nu intenționat am trecut cu vederea 
peste cele din urmă. După cunoștința noastră este acum 
pentru a doua oară, după cartea profesorului D. P. Tehonis 
intitulată „Unsteady Viscous Flows’ apărută în anul 
1981, când acesiei teorii i se acordă o monografie de sine 
sididioare. | . ui te nai aoe 

Lectura ateni a lucrării permite să se observe că există 
încă destule probleme relative la teoria mișcărilor tiscoase 
nestationare care îşi aşteaptă rezolvarea. Sperăm că unii 
cercetători se vor angaja la rezolvarea lor, împingând astfel 
mai departe frontierele acestei teorii. 

Manuscrisul a fost citit se pare cu interes și plăcere de 
către acad. prof. C. Iacob, contribuind prin sugestii la 
îmbunătăţirea lui. D-sale doresc să-i exprim gi pe această 
cale profunda mea recunoștință. De altfel, la baza lucrării 
se află caldele si competentele îndrumări pe care de nenuma- 
rate ori le-am primit din partea acad. prof. C. Iacob şi regre- 
tatului prof. univ. St. I. Gheorghiţă. 

Deosebit de utile ne-au fost o serie de materiale trimise 
cu multă bunăvoință de anumiţi, profesori sau cercetători 
din străinătate, precum R. Ašković, T. Cebeci, S.C.R. 
Dennis, Gh. P. Horedt, D. B. Ingham, D. R. Jeng, 
M. Katagiri, T. Y. Na, G. Nath, S. F. Shen, V. M. Soun- 
dalgekar, H. S. Takhar, S. Taneda, I. Teipel, D. P. 
Telionis, C. — Y. Wang. J. 0. Williams, III ete. 
Tuturor acestora cît şi celor care se vor apleca asupra aces- 
tei lucrări, dorim să le exprimăm gratitudinea noastră. 

În fine, adresăm vii mulțumiri Hditurit ştiintifice şi 
enciclopedice prin bunăvoința căreia cartea noastră vede 
lumina tiparului. 

AUTORUL 
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INTRODUCERE 


Includerea, nestafionaritátii în curgerile 
provoca (produce) anumite fenomene fizice 
specifice, complet diferite de cele întâlnite în cazul miscá- 
rilor staționare. Aceste fenomene nu pot fi explicate prin 
teoriile mişcărilor staţionare si prezintă o importanță, 
deosebită pentru înţelegerea, şi rezolvarea multor probleme 
științifice și practice moderne. Începînd cu mişcările pul- 
sante la viteze mici în vase capilare şi terminînd cu cele 


viscoase poate 
ŞI matematice 


hipersonice în tuburi de şoc se pot da numeroase exemple 


interesante de situaţii nestationare : curgerea, singelui in 
vene, funcţionarea turbinelor eu aburi si a compresoarelor 
centrifugale, formarea bulelor de aer pe paletele elicop- 
terelor și pe aripile avioanelor la aterizare, creşterea, stratului 
limita pe pereţii tubului de soc; apoi, mișcarea nestatio- 
nara are legătură directă si cu perioada oscilării elicop- 
terelor în momentul decolării lor cînd începe variaţia 
temperaturii paletelor şi prin urmare variaţia fluxului de 
căldură al acestora, cunoaşterea căruia este, din punct 
de vedere practic, una dintre cele mai interesante earacte- 
ristici ale mişcării. Obiectivele acestor probleme, pline de 
consecinţe pentru nevoile umanităţii, i-a determinat pe 


multi cercetători să se intereseze de trecutul, mai îndepărtat, 


sau mai apropiat al unui capitol important al mecanicii 
fluidelor : teoria stratului limită nestationar. 
Însemnătatea problemelor privind regimul nestatio- 


nar de mișcare al fluidelor viscoase se recunoaşte, în par- 


ticular si după numărul impresionant de mare de lucrări 
publicate în acest. domeniu, unele dintre ele nefiind atit 
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de cunoscute pe eit ar merita. Fără îndoială că începînd 
cu Simpozionul ,Oercetări recente despre straturile limită 
nestationare", care s-a ţinut în anul 1971 la Universitatea, 
Laval din Québec, asistăm la o adevărată explozie a 
interesului pentru teoria stratului limită nestationar. 
Se poate acum afirma că diferitele trăsături caracteristice 
ale mişcărilor nestationare sint deja familiare mecanicie- 
nilor fluidisti. Dar, eontinua adincire gi perfeefionare a 
cunoştinţelor despre aceste mişcări si aplicarea lor la 
situaţii tehnologice noi, trebuie să conducă la îmbunătăţirea 
substanţială a performanţelor, siguranţei si costului mul- 
tor instalaţii. 

Istoria teoriei stratului limită începe odată cu lucrarea, 
celebrului mecanician Ludwig Prandtl, al cărui nume a 
fost pus ulterior în legătură cu conceptul de strat limită, 
intitulată : Despre miscarea unui fluid cu viscozitate foarte 
mică, prezentată la al treilea congres international al 
matematicienilor, ţinut la Heidelberg în anul 1904, si 
publicată un an mai tîrziu în lucrările congresului [213]. 
Dar, cele mai simple straturi limită, liniare şi nestationare, 
se cunose încă din a doua jumătate a secolului al nouă- 
sprezecelea datorită lui Stokes si Rayleigh (v. Stuart 
[276 şi 277 ]) iar teoria modernă a stratului limită se bazează 
întru totul pe straturile Stokes si Rayleigh. 

Lucrarea lui Prandtl a marcat o epocă nouă în dezvol- 
tarea mecanicii fluidelor, deschizind drumul pentru inte- 
legerea mișcării fluidelor reale (viscoase). Cu toate aces- 
tea documentele de epocă ne lasă să înţelegem că teoria 
stratului limită a stat aproape două decenii în sublimă 
izolare; în primele două decade s-au publicat de către 
Prandtl și elevii lui din Góttingen abia în jurul a douaspre- 
zece lucrări din domeniul acestei teorii (v. Tani [283]). 

În lucrarea amintită, Prandtl porneşte de la eonside- 
ratia cá difuzia viscoasá este unul din fenomenele funda- 
mentale care se manifestă în mişcarea unui fluid peste 


un obstacol solid si că problema cea mai importantă pri- 


vind mişcarea unui fluid slab viscos este comportarea lui 
în imediata vecinătate a suprafeței obstacolului unde 
există variații însemnate de viteză, Determinarea iniluenţel 
acestei difuzii (viscozităţi) asupra mişcării fluidelor este 
foarte dificilă deoarece, din punet de vedere matematic, 
viscozitatea apare în termenii de ordinul cel mai mare (doi) 
al ecuaţiilor lui Navier-Stokes. . ! ERO 
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Cind un corp solid cufundat în întregime într-un fluid | 
viscos, porneşte bruse sau este accelerat din repaus, el | 
antrenează fluidul din preajma lui într-o mişcare, initial ! 
fără circulație, într-una net circulatorie (turbionará). 
Sursa acestei circulații este apariţia unor virtejuri (tur- || 
bioane) în imediata vecinătate a peretelui datorită condi- | 
(iei de nealunecare (aderenţă) a particulelor de fluid pe ' 
suprafaţa corpului. i 

În stadiul incipient al mișcării turbioanele se distribuie 
într-un strat foarte subţire care coincide cu suprafaţa, 
obstacolului, şi el creşte treptat; pe măsură ce virtejurile 
„pătrund” (difuzează) în restul masei fluide și simultan 
sint „iransportate” (convectate) de curentul fluid formînd 
in final un strat denumit strat de tranzitie (Übergangschicht 
in terminologia lui Prandtl). Ín acest strat viteza variazá 
rapid de la valoarea zero, reclamata de condiţia de ade- 
rentă la perete, pînă la o valoare maximă (finită) corespun- 
zătoare regiunii exterioare stratului, în care fluidul poate 
fi socotit perfect (liber). Cu cit este mai mică viscozitatea 
fluidului (numărul lui Reynolds mai mare) cu atit mai 
mică, este grosimea stratului de tranziţie. În consecinţă, 
efectele viscozitatii sînt semnificative numai în interiorul 
stratului subţire de tranziţie denumit, în termeni precisi, 
strat limită (Grenzschicht, termen folosit in mod exclusiv 
în lucrările de doctorat ale lui Blasius şi Boltze din anul 
1908), iar înafara lui fluidul este ideal şi mişcarea poten- 
tiala. | | EH | 

De fapt, mecanismul interacțiunii între un fluid slab 
viscos si un corp solid oarecare a fost intuit încă din a 
doua jumătate a secolului trecut de către Rankine (1864), 
Froude (1869) şi Mendeleev (1880), lucrările lor experi- 
mentale si teoretice constituind prototipuri ale teoriei 
stratului limită Prandtl. În plus, Lorenz (1881) studiind 
problema convectiei libere pe o placă plană verticală folo- 
seste simplificări ale ecuațiilor mişcării intrueitva similare 
cu cele pentru teoria stratului limita clasic, fapt pentru 
care Prandtl în anul 1949 a afirmat că această lucrare 
este prima din domeniul teoriei stratului limită ! 

“Grosimea mică a stratului limiti permite efectuarea 

în interiorul lui, a unor aproximări pentru ecuaţiile mis- 
cării : variaţia presiunii în direcţia normală la suprafata 
corpului este neglijabilă (repartiţia presiunii de-a lungul 
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3 j stratului limita coincide cu repartiţia presiunii la frontiera, 
i 4 lui) iar componenta vitezei în lungul peretelui este mult maji 
1 ij mare decît componenta ei în direcţia normală, la, perete 
E. îşi prin urmare transferul (difuzia) virtejurilor în direcţia 
| „stratului limită (peretelui) este mult mai mică, decât în 
tdireetia transversală lui. Ou aceste simpliticări spectacu- 
loase s-a ajuns la ecuaţiile teoriei stratului limits, laminar 
sau ecuaţiile lui Prandtl, si ele oferă, o aproximare mai 
realistă a ecuaţiilor de mişcare decit cele care constau din 
neglijarea, termenilor inertiali, valabile numai pentru nume- 
re Reynolds mult mai miei decît unitatea (aproximarea, 
lui Stokes), iar concordanța cu experienţa devine satisfá- 
cătoare. Oomplexa problemă a mișcării în regim de vísco- 


ment de studiu (teoretic şi experimental), eficient în abor- 
darea unor situaţii importante din laboratoarele de cer- 
cetare sau industrie. În rezolvarea, respectivelor probleme 
se pot utiliza metode si procedee matematice atit cu 
caracter clasic cit şi inovaţii moderne,complexe si efi- 
ciente. b | : | : 

. .. O consecință remarcabilă, din punct de vedere practic, 
a lucrării lui Prandtl este că el întroduce aici notiunea de 
desprindere sau separare (v. cap. IV) pentru desemnarea 
fenomenului că în anumite circumstanţe stratul limită 
părăseşte suprafaţa corpului pe care s-a format. Prandtl 
motivează apariția desprinderii prin creşterea presiunii 
în direcția curgerii fluidului care, la un moment dat, 
„forțează devierea ei de la perete spre exterior, in masa 
fluidului, implicînd anularea, frecării pe suprafaţa obsta- 
colului si în consecinţă influentind in mod covirsitor rezis- 
tenta la înaintare a corpului. 

| În anul 1924 apare cartea lui Lamb, Hydrodynamics, 

„în care se face o scurtă referire la lucrarea lui Prandtl 
din 1904, iar în anul 1927 Mises sugerează folosirea fune- 

| iei de curent ca o variabilă independentă în ecuaţiile stra- 

tului limită. In acest fel teoria stratului limită începe să 
părăsească graniţele Góttingen-ului, intrind in atenţia 
și a altor grupuri de cercetători dinafara ţării sale de ori- 
gine. De exemplu, după statistica lui Dryden [70], m 
deceniul. al patrulea de existenţă a teoriei stratului limită 
se publican in jur de paisprezece lucrări pe an din dome- 
niul acestei teorii. O astfel de tendinţă a continuat şi în 
anii următori în care atenţia cercetătorilor a fost orien- 


14 


zitate primeşte prin teoria lui Prandtl un puternic instru- ` 


CE Scanned with OKEN Scanner 


tată spre studiul efectelor gazelor reale (fluidelor compre- 


sibile). Este de menţionat că performantele aerodinamiocii: 


moderne au stimulat în mod considerabil cercetările despre, 


stratul limită, el găsindu-şi aici un teren fertil de manifes- 
inre. Acum, conceptul de strat limita a început sa pătrundă, 


si în alte ramuri ale ştiinţelor naturii : fizică, chimie etc. 


Pe de altă parte studiile despre transferul de masă gi 
căldură au tost enorm facilitate de apariţia $i expansiunea 
teoriei stratului limită. Asadar, în cercetarea problemelor 
pe care le ridică această teorie se manifesta cu pregnant 
abordarea  multidiseiplinará (empirică, semi-empirică, 
teoretică, experimentală) care exemplificá printr-o ilustrare 
concretă şi relevantă raporturile dintre ştiinţă şi tehno- 
logie. Toate aceste realizări au favorizat în ultimii ani o 
creştere aproape exponențială a interesului pentru teoria 
stratului limită, dar să nu uităm că în realitate drumul 
dezvoltării ei nu a fost deloc neted. — e 

Deoarece aproape toate situaţiile de mişcări ale flui- 
delor implică fenomene nestationare, datorate fie mişcă- 
rilor induse de corp fie fluctuaţiilor sau neuniformitátilor 
din fluidul înconjurător, este in general recunoscut că, 
mişcarea nestationará se prezintă, din punct de vedere 
fizic, mult mai naturală decît; cea staţionară, iar o intele- 


gere mai bună a comportării ei poate fi cîştigată studiind 


efectele nestationare cuplate ale difuziei (transferului) şi 
conveetiei vírtejurilor -de la suprafața corpului. Dar, 
încluderea variabilei temporale în ecuaţiile Mişcării con- 
duce, din punct de vedere matematic, la serioase dificul- 
tati de rezolvare ale acestora. Există, totuşi, unele situaţii 
nestationare importante care pot îi tratate matematic in 


mod adecvat. 


Bineînţeles, este natural să ne întrebăm care sînt trăsă- 
turile generale ce deosebese mişcările nestationare de cele 
cuasistationare gi de ce sint ele diterite ? Mediul fluid atlat 
într-o mişcare în regim nestationar are caracteristicile 
cinematice, şi chiar cele dinamice, dependente de timp 


atit în mod explicit cit gi implicit; cîmpul vitezelor depin- 


zînd de timp este mult mai complicat decit cel permanent 
(staționar), In clasa larga a problemelor liniare efectele 
nestationare sint importante cînd scara timpului mişcă- 


„rilor fizice este comparabilă cu scara timpului ecuaţiilor 


care guvernează această mişcare sau, Cu alte cuvinte, 
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cînd mărimile o.L/U si LU/t sint de ordinul unu sau mai 
mare; o,.L şi U notează frecventa mişcării, lungimea si 
viteza caracteristică, a, corpului iar t este timpul. Cealaltă, 
clasă importantă, dar complexă, de probleme veritabil 
nestationare (in care timpul trecut de la inceputul mis- 
cárii nu este prea mare sau există oscilaţii ale curentului 
exterior) este neliniară. Aici, fie ecuatiile mişcării fie 
conditiile la limita sau atit unele cit și altele prezintă, ne- 
liniarititi puternice. De subliniat că majoritatea miscá- 
rilor viseoase nestationare întră în această categorie pre- 
cum şi multe mişcări ideale în regim transonic. Evident, 
efectele neliniare nestationare sint mult mai greu de mo- 
delat şi studiat. În timp ce trăsăturile fundamentale ale 
problemelor liniare sint de acum foarte bine cunoscute, 
în prezent orientările cercetătorilor sint îndreptate spre 
domeniul problemelor neliniare în care s-au făcut eforturi 
considerabile în anii recenti atit de matematicieni cit si 
de ingineri pentru studiul teoretie ŞI experimental al 
multor situaţii de interes practic. 

În ciuda imensului număr de lucrări care au avut ca 
obiect diferite probleme din teoria stratului limită se pare 
totuşi că cercetările efectuate cu privire la unele aspecte 
matematice ale acestei teorii sînt încă limitate. Aşa de 
pildă, continuă să rămînă deschise chestiunile referitoare 
la teoremele de existență şi unicitate ale mişcărilor in 
stratul. limită. În sens matematic aceasta implică rezol- 
varea unui sistem de ecuaţii cu derivate parțiale neliniare 
supus în genere unor condiţii iniţiale (în raport cu timpul) 
si la limită (pentru variabilele spaţiale) s suficient de gene- 
rale. Natura, acestor ecuaţii şi probleme cu valori limită 
conduce uneori la dificultăţi practice considerabile, nece- 
sitind dovedirea existenţei soluţiei setului de ecuații, ceea 
ce încă nu s-a dat în cazul general de mişcare dar existenţa 
acestei soluţii este demonstrată şi chiar construită pentru 
cîteva mişcări particulare care, prin specificul lor, pre- 
zintă anumite simplificări remarcabile. Asa, de pildă, 
se cunosc teoreme de existenţă si unicitate într-un spaţiu 
cu un număr redus de dimensiuni în care ecuaţiile cu deri- 
vate parţiale ale mişcării pot fi reduse la ecuaţii diteren- 
tiale ordinare. Dacă există astfel de soluţii ele se numesc 
similare sau asemenea, în care profilul vitezei într-o sec- 
piune este geometric asemenea profilului vitezei în oricare 
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altă secţiune. Concepţia acestei metode s-ar părea că se | 


datoreste lui Boltzmann (v. Ames [4 ]) care, in anul 1894 | 


a găsit că ecuaţia neliniară plană a difuziei are vtiabtis.] | 


similari À y = (at! )/2. 

Problema prezioei teoretice a mișcărilor nestationare 
cu strat limită, în condiţii (iniţiale gi la limită) precizate, 
în mod normal reclamă aflarea soluţiilor cel putin a unei 
ecuaţii diferențiale cu derivate parţiale în două, trei sau 
mai multe variabile independente. Rezolvarea acestor 
ecuaţii, finalizată prin obţinerea caracteristicilor mișcării 
este în general dificilă dar, cum ea este major necesară, in 
numeroase situaţii, teoretice şi practice, se folosesc metode 
ŞI procedee adecvate. În acest sens au fost dezvoltate cu 
succes mai multe metode care, în principiu, pot fi grupate 
în două clase: analitice şi numerice. 


TE ERIGI AC NTI e 


Majoritatea soluţiilor analitice existente pentru pro- 
blemele mişcărilor nestationare sint exacte şi aproxima- 
tive, valabile numai pentru distribuții speciale ale misca- 
HIOr exterioare (libere) si ele se bazează fie pe teoria apro- 
. ximatiilor. succesive ( de ordin relativ mic) sau pe diferite 
tehnici liniare de perturbare. Aceste solutii sint deosebit 
de utile chiar in această epocă a aplicării pe scară din ce 
în ce mai largă a calculatoarelor, în literatura de speciali- 


(i) Metode analitice (semianalitice)..— 


tate subliniindu-se deseori. cá este chiar de dorit „a se 


Sia 


evita complicatia calculului la maşină, în favoarea unei 
soluţii aproximative” şi că uneori „0. soluţie sub formă 
închisă este de preferat, chiar dacă nu este exactă” (v. 
Gheorghiţă [89]). Dintre “diferitele procedee folosite 
pentru stabilirea soluţiilor analitice sau semi-analitiee ale 
ecuaţiilor stratului limită nestationar vom aminti urmă- 
toarele. 

Metoda solutiilor_similare, Din punct de vedere 
matematic similaritatea se referă la transformarea asttel 
efectuată ca să poată fi redus numărul variabilelor indepen- 
dente din ecuaţiile mişcării. Aceasta constituie o simpliti- 
care matematică considerabilă a probemei iar folosirea 
variabilelor similare a devenit pentru cercetătorii anga- 
jati în domeniul teoriei stratului limită o metodă bine- 
cunoscută si eficientă de rezolvare a ecuaţiilor acestei 
teorii, ea permitind determinarea efectiva a caracteris- 
ticilor mișcării sau oferind indicaţii importante despre ele. 
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Se obişnuieşte să se numească similare acele soluţii 
care depind numai de o singură variabilă independentă 
şi semisimilare soluţiile care contin mai multe variabile 
inde »pendente. În legătură cu aceasta se ponte spune cá o 
parte foarte impor tant si ele ega tă a mecanicii fluidelor 
se reteră la studiul condiţiilor în care soluțiile ecuaţiilor 
stratului limită sint similare sau semi-similare. Dar, me- 
toda similarități este aplicată curent si în alte domenii 
ale mecanicii fluidelor (aerodinamică, hidraulică, etc.) 
avind o evidentă utilitate practică si adăugind precizări 
importante asupra circumstanțelor in care rezultatele 
obţinute pot fi extinse la o întreagă clasă de fenomene 
asemenea. În cazul straturilor limită plane metoda solu- 
tilor similare este foarte dezvoltată si au fost rezolvate 
multe probleme importante urmind această cale. "Trebuie 
însă în acelaşi timp menţionat că, în general, configura- 
iiile corpurilor »plane" pentru care s-a cercetat stratul 
limită sînt destul de limitate ca număr. Oit despre cazul 
tridimensional situaţia, este şi mai dramatică, problema, 
riminind încă deschisă. 

Pentru meeanicianul fluidist olutitle: similare sint 
deosebit de utile din mai multe puncte de vedere. Anume, 
avînd la dispoziţie ustfel de soluţii. pentru ecuaţiile dife- 
rentiale cu derivate parțiale ale mişcării “acestea, se reduc 
la unele ordinare eare, in mod normal, se rezolvá mai usor 
decit cele originale. Apoi, ele folosese la construirea meto- 


 delor aproximative de tipul Kármán — Pohlhausen de 
 rezolvare a ecuaţiilor stratului limita. In fine, soluţiile 
„similare pot fi asociate cu problema determinării condi- 
“iilor de start (pornire) ale metodei numerice alese de in- 


tegrare directă a ecuaţiilor care guvernează mişcarea con- 
siderată şi pot fi de asemenea utilizate pentru verificarea 
rezultatelor numerice obţinute. 


În principiu există două căi bine cunoscute pentru 


stabjlirea soluţiilor similare ale ecuaţiilor mişcării — me- 


toda separării variabilelor . (Hansen [102) si metoda 
teoriei grupurilor (Birkhoff [20], Ames [3], Hansen [102)) 
ete. Diferitele tehnici alternative cum ar fi metoda para- 
metrului liber, analiza adimensionali eto., nu sint altceva 
decît variante ale celor două metode esenţiale. 

După toate probabilitățile Garrett Bivkhoff a fost pri- 
mul care in anul 1948 a arătat că poate fi construită o 
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teorie riguroasă pentru definirea soluţiilor similare în 


mecanica fluidelor bazată pe teoria grupurilor. Esenţa, 


acestei teorii este că determinarea soluţiilor similare ale 
. unui sistem de ecuaţii diferențiale cu derivate parţiale 
este echivalentă cu determinarea soluţiilor lui care sint 
invariante grupului specific (cu unul sau mai multi para- 
metrii) al transformărilor variabilelor dependente gi inde- 
pendente. Odată ce s-a precizat acest grup, se prescrie 
forma generali a invariantilor (subgrupurilor) săi după 
care se determină expresiile lor exacte rezolvind un sistem 
algebric, relativ, simplu. Variabilele similare sint inva- 
riantii grupului transformărilor ales. Această teorie urmá- 
reste reducerea cu o unitate a numărului variabilelor in- 
dependente din sistemul de ecuaţii considerat dar pro- 
cedeul poate fi in continuare repetat. 


Tot pe această linie se încadrează şi metodologia gru- 
purilor Lie (Garaev si alții [87 ]). 


În fine, să notăm şi metoda funcţiilor parametrice 
pentru determinarea soluțiilor similare ale ecuatiil or stra- 
tului limită. Ba constă in aceea cá in. procesul asocierii 
sistemului de. ecuaţii cu derivate parţiale cu unul de ecuaţii 
diferenţiale ordinare, variabilele independente devin pa- 
rametri. Loitianski [162] a generalizat această idee la 
“cazul funcțiilor multiparametrice, obtinindu-se ecuații şi 
condiţii la limită ce nu depind de forma particulară aleasă 
pentru viteza pe frontiera exterioară a stratului limită 
(ecuaţiile universale ale lui Loitianski). Această metodă 
se extinde uşor la cazul mişcărilor nestationare în două 
si trei dimensiuni (v. Ašković [8 şi 9], Busmarin s si Saraev 
[32], Jovanović şi alții [129 şi 150] eto.). 

Diferite tipuri de soluţii similare si semi-similare 
pentra . straturile limită nestationare incompresibile an 
mai fost studiate, printre alţii, si de Schuh [242], Rozin 
[227], Yang [34: 5], Tani [282], Hayasi [106—108 |, Durié 
[7/4], Dukić [71], Saljnikov si Dukié |230], Ghoshal si 
alții [90], Williams gi Johnson [330 —332] si Williams, 
III [326 | ete., iur pentru straturile compresibile nestatio- 
nare de către Gabbert [86], Harris si Young [103], Wirz 
[334], Rodkiewiez [223] ete. l 

2. Metoda dezvoltărilor &n serii O altă tehnică aplicată 
pe scară largă în teoria stratului limită nestationar constă 
în dezvoltarea, caracteristicilor mişcării in serii de puterile 
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suficient, de mici ale timpului. Dar, din păcate, această 
metodă are dezavantajul că este uneori destul de labo- 
rioasă ; eleganța soluțiilor analitice este plătită, cu preţul 
complicatiilor tehnice. În plus, problema convergentei 
seriilor este de multe ori deschisă astfel că din soluţiile 
obținute nu putem găsi pe cele corespunzătoare proble- 
mei staţionare, cînd timpul tinde către infinit. Apoi, să 
amintim că unii autori numesc soluţiile sub formă de 
serii soluţii numerice; cum deseori valorile funcţiilor care 
intervin în soluţiile analitice se obţin cu ajutorul unor 
dezvoltări în serii înseamnă că nu se poate face totdeauna 
o distinctie precisă între soluţiile analitice şi cele numerice. 

Alte procedee, bazate pe teoria dezvoltărilor în serie, 
sint cele ale racordării soluţiilor interioare gi exterioare 
(van Dyke [307 şi 308]) sau cele care folosesc metoda lui 
Meksyn [169]. 

3. Metoda relatior integrale, este o metodă aproxima- 
tivă destul de comodă care se foloseşte pentru obținerea, 
rapidă a unor rezultate. În fapt, ea este o extensie natu- 
rală a metodelor lui Kármán si Dorodnitin la straturile 
limită neastationare. Din punct de vedere matematic 
această strategie aparţine unei clase mai largi de procedee 
aproximative bazate pe teoria reziduurilor. ponderate 
(Holt [112], p. 168). i 

Metoda relaţiilor integrale a fost frecvent folosita in 
cazul straturilor limitá staţionare plane pentru care ecua- 
(iile corespunzătoare se reduc la ecuaţii diferențiale ordi- 
nare. Acest avantaj al metodei dispare pentru problemeie 
straturilor nestationare sau staţionare tridimensionale, 
situaţii care conduc la rezolvarea numerică tot a unor 
ecuaţii cu derivate parţiale. 

Dar, reducerea unei variabile independente din ecua- 
tiile mișcării este totdeauna un avantaj clar din punct de 
vedere al capacităţii calculatorului. Apoi, acurateţea rezul- 
tatelor depinde substantial de alegerea familiel protilelor 
de viteză sau temperatură. Pentru straturile limità nesta- 
tionare plane, în literatură s-au folosit polinoame de gradul 
patru (Pohlhausen) și soluţii similare dependente de un 
singur parametru, obtinindu-se rezultate care diteră destul 
de puţin unele de altele, evident, exeluzind regiunile 
singulare de desprindere. În scopul îmbunătățirii acura- 
tetii se recomandă, utilizarea unor profile de viteză cu mai 
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mulţi parametrii. Deşi asemenea profile se determină, des- 
iul de uşor, pre jul este pli ‘tit de rezolvarea numerică, a, 
unui număr mare de-ecuatii cu derivate parţiale în varia- 
bilele x si t; funcțiile universale trebuiesc calculate si 
păstrate în memoria calculatorului (de exemplu, sub 
formă de tabel). Prin urmare ne dám seama că sintem con- 
duşi la multă muncă pentru obţinerea soluţiei dorite. În 
plus, din cauză că lipseşte orice demonstrație cu privire la 
convergenta metodei relaţiilor integrale, acurateţea solu- 
tiei nu poate fi direct estimată. Dincolo de aceasta, desi 
ea a fost aplicată cu succes la citeva probleme nestatio- 
nare, din pricina unor. restricții (legate de generalizare Si 
acuratetis), se constată că numai straturi limita, nestatio- 
nare speciale pot fi studiate cu rezultate bune printr-o 
asemenea metoda. Astfel, Schuh [242] a prezentat in anul 
1953 prima extensiune a metodei relatiilor integrale din 
cazul staționar la calculul stratului limită incompresibil 
nestationar plan şi viteză exterioară care variază arbitrar 
în timp. Tehnica a fost de asemenea aplicată, cu rezultate 
multumitoare, în cazul unor, distribuții speciale de viteze 
exterioare de către Rozin [227], Yang [345—347], 
Schetz si Oh[238], Akamatsu [1 şi 2], Koob si Abbott 
[145 şi 146], Kozlov si Tiganiuk [148], Teipel [286], 
Lani şi Yu [284], Holt şi Chan [111], Bianchini si alţii 
[19], Socio si Pozzi [265] etc. 

4. Alte metode de aproximaţie s-au dat de către Targ 
[285], Struminski si Rozin (v. Loitianski [161], p. 136), 
Durié [73] etc., care urmăresc înlocuirea ecuaţiilor stra- 
tului limită, plan printr-o ecuaţie mai simplă ce poate fi 
integrată analitic pînă la capăt. Astfel, metoda lui Tare 
da rezultate prin calcule destul de simple si în plus posedă 
avantajul că se obţin soluţii valabile pentru orice interval 
de timp, pentru timpuri suficient de mari regăsindu-se 
cazul problemei staţionare corespunzătoare. Dar, metoda 
nu se aplică la problema plăcii plane; calculele efective 
au fost făcute doar pentru cilindrul circular, 

De asemenea, în ultimul timp s-au folosit cu rezultate 
bune pentru studiul cîtorva probleme de mişcări nestatio- 
Dare ale fluidelor, metodele variationale (v. Lebon si 
alții [156]). | 
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(ii) Metode numerice 


. Metodele numerice au devenit deosebit; de eficiente în 
„zilele noastre deoarece problemele tehnice moderne condue 
la ecuaţii complicate, rareori rezolvabile sub formă ana- 
litică. Abordarea numerică a ecuaţiilor lui Navier-Stokes 
exemplu remarcabil de sistem complicat de ecuatii cu 
derivate parțiale neliniare, nu este o problemă, uşoară, 
ele ridieind dificultăți practice deosebit de serioase. 
Aceasta se explică, între altele, prin aceea că obţinerea, 
soluţiei numerice pentru o problemă practică dată nece- 
sită atit ipoteze fizice eit şi anumite aproximări matema- 
tice. Dar, trebuie spus că în cazul ecuaţiilor stratului 
limită multe dificultăţi legate de integrarea lor numerică, 
dispar dacă se aleg transformări speciale de variabile ca, 
de exemplu, transformări similare, transformarea lui 
Crocco (Piquet [201]), transformarea lui Górtler [97] etc. 
Cu ajutorul lor se pot elimina singularitátile bordului de 
atac, se pot obţine ordine superioare de exactitate ale so- 
lutiilor sau domenii de integrare finite. Bibliografia curentă, 
arată că au fost imaginate destul de multe metode (scheme) 
numerice pentru rezolvarea ecuaţiilor lui Navier-Stokes 
în general, respectiv, a ecuaţiilor stratului limitá in parti- 
cular, unele dintre ele extrem de ingenioase din punct de 
vedere teoretic, iar în zilele noastre practica a angajat 
cercetări care privesc continua lor perfectionare, impor- 
tanta acestor metode pentru calculatoarele electronice 
moderne fiind deosebit de mare. |. => | 


Apariţia calculatoarelor digitale, realizare spectaculara 
in domeniul performantelor umane, à condus la posibili- 
tatea reală de folosire practică a unor metode numerice 
de rezolvare a ecuaţiilor stratului limită nesimilare in 
primul rînd staţionare. Istoria modernă a acestui domeniu 
începe cu anul 1933 prin publicarea de către Thom [297] 
a unei lucrări cu privire la formarea undei staţionare de 
desprindere asociată cu mişcarea unui fluid viscos peste 
„un cilindru circular la numere Reynolds 10 şi 20, şi în care 
calculele sînt făcute cu un calculator manual. Prin anul 

1948 Fliigge-Lotz si Bichelbrenner [84] au iniţiat integra- 
rea numerică a ecuaţiilor stratului limită cu ajutorul 
metodei diferenţelor finite. Incepind de acum interesul 
pentru aplicarea metodelor numerice la. studiul mişcărilor 


e 


viscoase, în primul rind staţionare, a ereseut vertiginos. 
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Progresele remarcabile ale anilor 1960 în domeniul teh- 
nicii calculatoarelor electronice au atras după sine elabo- 
rarea unor procedee generale pentru rezolvarea numerică, 
şi a unor probleme ne staționare e de mise: kh iluidă, Astfel, 

Paskonov $i Rabinkina [194] in U.R. S D., respectiv Farn 

şi Arpaei [83] în S.U.A. au fost printre one care, cam 
in acelasi an 1905. au elaborat seheme eu diferente finite 
pentru integrarea ecuaţiilor straturilor limita incompre- 
sibile plane nestationare cu condiţii la limita arbiirare 
(date). De notat că acum se inițiază şi studiul din punct 
de vedere matematic (cu privire la existenţa şi unicitatea 
soluţiei) al ecuaţiilor fundamentale care descriu mişcările 
nestationare (v. Oleinik [186 şi 187], Nikel [185] etc.). 


Dupá anul 1966 incep sá fiefolositeintens schemele cu 
diferenţe finite (explicite si implicite), noi sau existente, 
pentru studiul mişcărilor viscoase nestationare însă numai 
în jurul corpurilor cu geometrie relativ simplă : placă plană 
infinită si semi-infinitá, cilindru circular, sferă ete. (v. 
Hall [101], Paskonov [195], Dwyer [75], Piquet [201] şi 
202], Dennis [66 şi 67], Ingham [119], Wirz [335] ete.). 

acest sens este semnificativ faptul că în anul 1963 are 
loc in Ameriea (Monterey, California), primul simpozion 
international privind utilizarea, calculatoarelor electronice 
in mecanica fluidelor, după care s-au ţinut în diferite ţări 
numeroase alte conferințe şi simpozioane internaționale 
pe această temă. Deoarece în ultimii ani au crescut simul- 
tan atit capacitatea calculatoarelor cît şi eficiența algorit- 
milor numerici, a fost posibil să se atace probleme nesta- 
tionare mult mai dificile, ca de exemplu, cele care implică 
anumite fenomene: „patologice : regiuni de mişcare re- 
versa, separare şi reatasare etc., dar încă si în prezent 
tehnicile de calcul sint destul de costisitoare (v. Collins 
şi Dennis [52—54], Telionis si Tsahalis [291], Prozorova 


[216], Daiguji si alţii [60], Nguyen [183 si 184], Cebeci 


[95 gi 36], Nagata si alţii [177 —179] eto.). 

Cititorul trebuie avertizat că principala noastră preocu- 
pare in această carte este problematica stratului limita 
hestationar in două dimensiuni. Ideile pe care le vom 
discuta, însă se pot; generaliza, la trei dimensiuni, dar numai 
cu preţul unei munci considerabile. Pare fără speranţă a 
încerca, să facem totul deodată. Asa stind lucrurile cerce- 
tările curente arată că există o clasă largă de metode 
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numerice care se pot folosi pentru rezolvarea, problemelor 
de mişcare vîscoasă la care se aplică, teoria stratului limits, : 
dintre acestea amintim următoarele : 

1. Metoda diferentelor finite este una din metodele cu 
foarte bune performante si care se foloseşte cel mai frec- 
vent pentru rezolvarea numerică, a problemelor de miscare 
nestationari. Amintim că în această st ‘ategie ideea de 
bază este înlocuirea operatorilor diferentiali prin operatori 
cu diferente finite, problema diferențială limită, fiind astfel 
transformată într-o formulare eu diferente, infelegind 
prin aceasta toate relaţiile cu diferente care la diferite 
nivele (spatiu sau timp) leagă valorile funcţiilor in nodu- 
rile unei reţele din interiorul si frontiera domeniului de 
integrare, rezultind un sistem algebric de ecuatii care apoi 
se rezolvă numeric pe un calculator. 

In formularea aproximativă a unei ecuații diferen- 
tiale şi rezolvarea, ei numerică pe un calculator, soluţia, 
obţinută este cu o anumită eroare care se compune din 
eroarea de metodă şi eroarea, de rotunjire (deoarece calcu- 
latorul efectuează operațiile aritmetice cu numere rotunjite 
la un număr finit de zecimale). Dacă eroarea soluţiei apro- 
ximative tinde la zero cînd paşii reţelei alese devin oricît 
de mici (zero), aproximatia cu diferente se spune cá este 
consistentă cu problema diferenţială, originală. De notat 
cá aprecierea erorii unei solutii aproximative este o pro- 
blemá foarte complicată; determinarea, ei este adeseori 
practic dificilă tinind seamă de volumul mare de muncă 
necesar $i deci şi de un timp destul de lung de integrare. 

Anumite aspecte ale procedeului de discretizare a ecua- 
tillor mișcării conduc la comportări foarte diferite de cele 
intilnite in analiza numerică clasică. De exemplu, earae- 
terul matematic al domeniului mişcării unui fluid se 
schimbă odată cu valorile numărului Reynolds Re si prin 
urmare apar deosebiri importante între metodele numerice 
folosite pentru integrarea, ecuaţiilor care guvernează miş- 
carea, Asttel, ecuaţiile lui Navier-Stokes pentru Re mari 


dar finite sint de tip eliptic, cel putin într-o regiune im- 


portanță a domeniului mişcării, în timp ce dacă Re — oo 
(cazul stratului limită), ecuatiile rezultate (stratului limită) 
sint de tip parabolic 8i ele sint mai simple” decât sistemul 
complet al ecuaţiilor lui Navier-Stokes. Un astfel de exem- 
plu ni-l oferă miscarea unui fluid viscos incompresibil 
in jurul cilindrului circular pornit bruse din repaus. 
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Trebuie însă menţionat că în legătură cu rezolvarea, 
numerică a ecuaţiilor cu derivate partiale apar citeva pro- 
pleme matematice esenţiale legate de studiul metodei de 
aproximare, stabilităţii şi convergentei soluţiei, condiţiilor 
initiale, procedeelor de rezolvare a sistemelor algebrice 
“rezultate etc., dar noi nu intrăm aici în aceste detalii. 
Oeea ce ne interesează în primul rînd sint aspectele nume- 
rice aplicative iar în legătură cu aceasta cele mai serioase 
dificultăți se referă la stabilitatea, convergenta $1 acura- 
tefea soluţiei. Bineînţeles, asupra acestor aspecte trebuie 
veghea atent deoarece obţinerea unei soluții artificiale ar 
putea conduce, într-un fel, la formarea unei imagini greşite 
despre fenomenul de studiat şi prin urmare am putea fi 
atraşi de lucruri neesentiale. 

„Stabilitatea. Fenomenul de stabilitate, în general, re- 
clama delimitări ale tuturor soluţiilor rezultate prin pertur- 
barea condiţiilor initiale şi la limită introduse în calculator 
cu ajutorul procedeului de calcul ales şi el poate fi cauza 
producerii unei „soluţii parazite”. Cu alte cuvinte, o va- 
riatie mică a condiţiilor de pornire (start), de exemplu, 
prin micşorarea paşilor reţelei, trebuie să conducă la o solu- 
tie apropiată de cea exactă ; astfel valorile anumitor mărimi 
devin, eventual, atit de mari încît depásese capacitatea 
calculatorului si nu se obţine soluţia dorită. Stabilitatea 
procedeului de calcul este o caracteristică a sistemului 

algebric de ecuaţii cu diferenţe şi nu a algoritmului parti- 
cular care indică modul de aproximare al derivatelor par- 
tiale din ecuaţia dată. Acelaşi algoritm aplicat la diferite 
ecuaţii diferenţiale poate conduce la diferite ecuaţii cu 
diferente avînd caracteristici de stabilitate complet dife- 
rite. Mai trebuie spus că anumite algoritme se numese 


necondiţionat stabile. De exemplu, în cazul unei reţele 
tridimensionale a cărei pagi sînt At, Aw si Ay spunem cà o 


schemă cu diferenţe este necondiţionat stabilă dacă nu se 
impun nici un fel de condiţii restrictive cu privire la alegerea 
pasului temporal Al pentru un set dat de valori spatiale 
Az si Ay (criteriul lui Neumann). In concluzie o condiţie 
esenţială pentru ca o schemă cu diferente finite sa tie 
utilă, este ca ea să fie stabilă. 

Convergenja, Pentru ca soluţia, numerică a unei probleme 
diferenţiale să fie convergentă, inafara faptului ca problema 
diferențială să fie bine pusă (soluti ia ei să varieze continuu 
in raport cu datele initiale şi me limită) pentru o clasă pre- 
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cizatà de condiţii iniţiale și la limită, trebuie ca si problema. 
cu diferente să fie bine pusă dar pentru o clasă mai largá 
de condiţii iniţiale şi la limită. În esenţă aceasta, 


exprimă condiţia lui Courant-Fricdrischs-Lewy, si anume. 
că domeniul numeric de definiție al ecuaţiilor cu dife- 


rente trebuie să includă domeniul analitice de definiţie al 
ecuaţiei inițiale cu derivate parţiale. În situaţia, proble- 
melor nestaţionare convergenta înseamnă că soluţia, stării 
asimptotice staţionare (timpuri mari) să fie obţinută prin 
intermediul unui volum rezonabil de calcule sau, cu alte 
cuvinte, ea numărul iteratiilor să nu fie excesiv de mare 
in asa fel încît soluţia să poată fi determinată într-un timp 
rezonabil (eost rezonabil). După cum se stie, consistenţa, 
și stabilitatea implică convergenta- (teorema de echivalență, 
a lui Lax). În consecinţă succesul în obţinerea unei soluţii 
convergente cu ajutorul unei integrări bazate pe o formu- 
lare cu diferente depinde de: (a) consistenţa formulării 
în diferente cu problema diferenţială; bine pusă si (b) sta- 
bilitatea formulării cu diferente. a 

„Acuratetea. In fine, dacă dorim ca soluţia eventual 
obţinută să tie utilizabilă ea trebuie să aproximeze, într-un 
anumit sens, problema fizică de studiat. Criteriul pentru 


o aproximare adecvată este însă o chestiune de apreciere. 


Aceasta implică de obicei restricţii relativ la fineţea rezol- 
vării (pasilor temporali si spatiali) care prin modificări 
succesive determină rata convergentel. _ 

De subliniat faptul că în situaţia problemelor plane 
nestationare, în principiu, se recomandă folosirea schemelor 
implicite (fiind mai exacte) în raport cu variabila y nor- 
malá la stratul limită, de tipul : Crank-Nicolson [57] 
avînd ordinul de exactitate O(A?? + Az? + Ay?), Laas- 
sonnen (v. Piquet [201]) de ordinul O(At + Aw + Ay?), 
Mehrstellen (v. Krause [150]) de ordinul O(A?? + Az? + 
+ Ay?) si dreptunghiului sau Box (v. Keller [141]) de 
ordinul O(At? + Az? + Ay?). Se pare însă că în prezent 
cel mai des întrebuințate sint schemele lui Crank-Nicol- 
son și Keller. Bineînţeles, cele două tipuri de scheme 
citate nu sînt unie definite existind multe variante de 
formulare a lor precum si a procedeelor care conduc la 
rezolvarea ecuaţiilor algebrice (neliniare) rezultate. În 
plus, ele pot fi îmbunătăţite pentru a deveni superior acu- 
rate. Este interesant de amintit că Blottner[22] recomandă 
schema lui Crank-Nicolson în timp ce Keller opinează 
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pentru schema Box, aceasta avînd, printre altele, avanta- 
jul că poate fi ugor adaptata da clase noi de probleme gi 
permite o variaţie mal apldă a pasului de integrare in 
scopul stabilirii acurateţii dorite. 

2. Metoda dreptelor, iniţiată de Hartree $1 Womersley 
[104] în anul 1937, urmăreşte retiucerea unel ecuații cu 
derivate parţiale în două variabile independente la un set 
de ecuaţii diferenţiale ordinare. Ideea de bază a acestei 
metode este că funcţia continuă de două variabile f(z, 4) 
şi derivata ei parţială 3f/2 pot fi aproximate cu ajutorul 
unor funcţii g;(7), dependente de o singură variabilă, sub 
forma 9;(7) = flr, n) și afla, ni) 0 = VilGir Anz) unde 
Ayn; = i — M-a iar 0 < i<9=1,...,NN (numarul 
nodurilor considerate). Funcţiile V,(g;, Ani) reprezintă 
formule cu diferente finite care aproximeaza derivata 
3f|9 pe nodurile n. Această tehnică, folosită de multi 
cercetători pentru rezolvarea ecuațiilor stratului limită 
staționar, a fost extinsă cu deosebit succes la cazul dife- 
ritelor probleme de mişcări nestationare cu strat limita, 
de exemplu, în combinaţie cu metoda relaţiilor integrale 
(Koob si Abbott [145 si 146]) sau sub forma metodei de 
derivare cu diferente (difference-differential method, in 
literatura de limbă engleză (v. Katagiri [132—134], 
Pop şi Katagiri [212]). | 

3. Metoda soluţiilor local nesimilare, propusă de Spar- 
row, Quack si Boerner [267] cu scopul integrării ecuaţiilor 
straturilor limită plane, staţionare si nesimilare. Trăsătura 
esențială a acestei metode, într-un fel elegantă, este că 
ea permite determinarea, soluţiilor nesimilare într-o sec- 
tiune precizată in direcţia curgerii fără să trebuiască 
informații din altă poziţie a stratului limită. În esenţă 
soluţiile local nesimilare se determină din ecuaţii diteren- 
tiale ordinare. Procedeul a fost generalizat la situaţia 
mişcării nestationare a unui fluid viscos în jurul unui 
cilindru circular pornit brusc din repaus (Katagiri [135]), 
respectiv, la probleme de convecţie liberă si forțată nesta- 
ționară de la un cilindru circular si de la o sferă (Katagiri 
și Pop [136—139]). | | 

4. Metoda elementului finit de tip Galerkin (reziduuri- 
lor ponderate). Această tehnică a fost recent utilizată 
de Tadros si Kirkhope [278] în studiul evoluţiei stratului 
limită, dinamic pe o placă plană semi-infinita care pornește 
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bruse din repaus. Rezultatele obţinute arată o bună acu- 
rateta si un timp de calcul mai scurt decît în metoda, 
diferenţelor finite. Există încercări de aplicare a acestei 
strategii si la alte probleme neliniare nestationare (v. Pey- 
ret si Taylor [199]). Formalismul metodei elementului 
finit se prevede a avea o mare aplicație in mecanica, 
fluidelor. | 

5. Metoda functiilor spline se vrea a fi un instrument 
de lueru care a pătruns destul de recent în mecanica flui- 
delor. Se pare că această metodă furnizează rezultate ce 
concordă foarte bine cu soluţiile analitice exacte sau cu 
cele obţinute folosind formulările cu diferente finite 
(v. Panton şi Salee [193] etc.). 

Evident, metodele schitate mai sus pot fi combinate 
cu diferite procedee generale, cu scopul reducerii volumului 
de muncă (consumului de timp) necesar rezolvării ecua- 
tillor care guvernează fenomenul de studiat. Dar alegerea, 
unei metode depinde adesea de deprinderea, si preferința, 
personală. Apoi, trebuie totuşi spus că majoritatea cerce- 
tărilor cu privire la straturile limită nestationare sînt în 
primul rind teoretice şi doar în cîteva cazuri rezultatele 
obţinute au fost comparate cu cele experimentale, verifi- 
care ce prezintă un evident interes practic, dar şi unul teo- 
retic. Această deficiență este în primul rind acută în 
situaţia mişcărilor turbulente. În concluzie se poate afirma 
cá rezolvarea, ecuaţiilor stratului limită necesită utilizarea, 
a numeroase procedee ale fizicii-matematice care, datorită 
importanței rezultatelor ce se aşteaptă sau se obţin efectiv, 
prezintă o remareabilă dezvoltare. Gradul de aplicabilitate 
al metodelor utilizate pentru stabilirea soluţiilor corespun- 
zatoare este destul de limitat iar acurateţea rezultatelor 
găsite nu poate fi cercetată înainte ca ele să fie compa- 
rate cu unele cunoscute (teoretice sau experimentale). 
n general atit soluţiile cit si procedeele care se pot între- 
buinta pentru stabilirea, lor descresc sensibil odată cu tre- 
cerea de la mișcarea, staţionară la cea nestationara. Dar 
in perspectiva împlinirii năzuinţelor practicianului sînt 
necesare, pe lingă modelările numerice ale mişcărilor nesta- 
flonare, gi modelări experimentale efectuate, de exemplu, 
in tunele aerodinamice, rezultatele stabilite completin- 
du-se unele pe altele. 

Este foarte interesanti, opinia exprimată de Chap- 
mann [44] după care, din punct de vedere economic, apa- 
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ritia calculatoarelor moderne a cohdus $i la anumite modi- 
ficri ale metodelor clasice existente de proiectare în teh- 
nica aviaţiei. Această afirmaţie se bazează pe următoarele 
argumente. După cum se stie tunelele aerodinamice mari, 
în care se modelează diferite situaţii de mișcări fluide, 
necesită multă energie pentru funcționarea lor în timp ce 
calculatoarele electronice consumă o cantitate comparativ 
neglijabilă. Avînd însă în vedere rezervele tot mai scăzute 
de energie încă de pe acum principala sursă de informaţii 
pentru aerodinamică este furnizată de calculatoarele elec- 
troniee în locul instalaţiilor experimentale costisitoare. 
De asemenea dezvoltarea în continuare a tehnicilor de 
calcul va permite explorarea unor probleme de un interes 
teoretic si praetie deosebit ca, de exemplu, cea a elaborării 
unor modele de formă aerodinamică optimă sau cea a 
simulării mișcărilor víscoase nestationare, aceasta din urmă, 
. prezentind o importanţă majoră pentru manevrele tran- 
 soniee si a fenomenelor de frinare în general. In fine, 
deoarece structura complexă a stratului limită turbuleni 
nestationar nu este pe deplin înţeleasă (şi încă si mai 
parţial exprimată într-o formă matematică), studiul nume- 
rie al ecuaţiilor lui Navier-Stokes, pentru timpuri mari şi 
numere Reynolds mici, va conduce în anii următori la 
efectuarea unor cercetări fundamentale privind mecanis- 
mul turbulenței şi al tranziţiei. 

În încheiere dorim să menţionăm că literatura com- 
pletă cu privire la mişcarea nestationara a fluidelor vis- 
coase este enormă şi prin urmare n-a fost posibil să înclu- 
dem aici toate lucrările existente. Astfel, au fost omise 
cîteva domenii importante de mişcări nepermanente ca, 
de exemplu, cel al mişcărilor oscilatorii, mişcărilor turbu- 
lente, stabilităţii hidrodinamice, meteorologiei etc., dome- 
nii în care sint implicate fenomene viscoase nestationare 
importante și esenţiale. Prezentarea lor într-o formá care 
să răspundă standardelor moderne de explicitare şi exac- 
titate este o sarcină deosebit de grea. 

La fel de importante pentru urmărirea dezvoltării 
teoriei stratului limită sînt informaţiile furnizate de lucră- 
rile lui Górtler [98], Loitianski [163], MeCroskey [168], 
Schlichting [240], Serrin [250], Struminski [275], Stuart 
[276 și 277], Telionis [202—294], Wirtz [335] ete. 

De menţionat că interesul pentru studiul unor probleme 
de aerodinamică nestationari sau din domeniul mecanicii 
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fluidelor viscoase a îmbrăcat si la noi in țară două forme 
principale, cu rezultate remarcabile ; pe de o parte specia- 
lizarea erudită prin publicarea unor lucrări ştiinţifice iar 
pe de altă parte, abordarea acestor discipline din perspec- 
tiva mai largă a unor cursuri, tratate sau lucrări mono- 
grafice destinate studenţilor care se specializează in meca- 
nica fluidelor eit şi cercetătorilor antrenați într-o cercetare 
fundamentaá sau aplicativă. Aceste două tendinţe se 
înseriu în linia unei tradiţii deschise în literatura roma- 
nească de personalităţile lui V. Vâlcovici şi ©. Iacob, şi 
continuată de St. I. Gheorghiţă, S. Popp; L. Dragos, 
P. Brádeanu, T. Oroveanu, St. N. Săvulescu, M. Cazacu, 
H. Ene, S. Gogonea, S. Turbatu, N. Mareov, D. Homent- 
covschi, H. Dumitrescu, I. Stan, A. Georgescu, L. Dinu, 
H. Opricá, M. Dinu, T. Petrilá, D. Brădeanu, St. Maksay, 
V. Cardos etc. = pi om Ae a : 
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hoste Capitolul | | 
MISCÁRI NESTATIONARE DE STAGNARE 


§ 1.1. Mişcarea din vecinátatea punctului critic 
al unui corp cu bord de atac rotund 


Una din problemele clasice ale mecanicii fluidelor cu 
numeroase si importante aplicații tehnologice este cea a 
mişcării unui fluid viscos în vecinătatea bordului de atac 
(punetului eritic) al unui corp rotund (v. fig. 1.1), problemă 
considerată de-a lungul timpului de foarte mulţi autori. 


Asemenea situaţie se idealizează cel mai bine considerînd 


. mişcarea unui fluid către un perete plan infinit, valoarea: 
f ei constind în faptul că serveşte drept model de orientare 

Bi referinţă în rezolvarea a numeroase situaţii practice care 
se încadrează -efectiv în aceste tipare. — 


U co 
OHHH ^ eK 


rig. 1.1. Tipuri de mișcări de stagnare: 
a) plan ; b) axial-simetric. 
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Primele cercetări sistematice în această direcție se 
datorese lui Hiemenz [109] care a studiat mișcarea, sta- 
tionara plana de stagnare, respectiv lui Homann [113] 
care à considerat problema axial-simetricá. Dar, începînd 
cu anul 1956 această problemă a fost extinsă, şi la cazul 
mişcărilor nestationare (Rott [224], Yang [346], Watson 
[322], Kelly [143], Tokuda fi Yang [300], Katagiri 
[132 —134], Nanbu [181], Gorla [93], Rajappa [217], 
Rumari şi Nath [153] ete). | 

In cele ce urmeazá vom considera problema mai gene- 
ală, $1 anume, presupunem ca peretele plan este poros iar 
mişcarea nestationará are loe cu suctiune sau injectie 
constantă. Din punct de vedere teoretic aceste fenomene 
sint toarte înrudite, şi fie, pentru a fixa ideile, un fluid 
viscos care ocupă domeniul semiinfinit mărginit de planul 
infinit, în repaus pentru ¢ < 0 iar la un moment dat t= 0 
(initial) începe brusc să se miște spre plan pástrindu-si 
in continuare viteza constantá, iar fenomenul de suctiune 
sau injecție începe simultan cu mișcarea fluidului (v. fig. 
1.2). Să notăm că, în particular, dacă nu există suctiune 
sau injecție, problema se reduce la cazul clasice de mişcare 
nestationará spre un perete plan impermeabil. 

Tehnica aspirării sau injectării unui fluid prin supra- 
fata solidă care delimitează un fluid prezintă un interes 
practic imediat datorită multiplelor sale aplicaţii, ca de 
pildă, la fenomene de controlul stratului limită (îndepăr- 
tarea desprinderii), reducerea sau creşterea tensiunii de 
frecare si al transferului de căldură de la suprafaţa cor- 
pului la mișcări cu viteze foarte mari cum este cazul rein- 
vrării aparatelor cosmice în atmosfera Pămîntului ete. 
Cercetările teoretice în această direcţie au fost multă vreme 
limitate doar la probleme cu configuraţie ,,simpla”’ de 
mişcare dintre care cel mai tipice exemplu îl constituie 
mișcarea nestationará a unui fluid viscos peste o placa 
plană permeabila infinită. 

Revenind la problema care ne interesează, în sistemul 
de coordonate Owy avînd originea O în punctul critic, 
axa Ow în planul peretelui iar Oy normală la el (v. tig. 1.2), 
ecuaţiile care guvernează mişcarea nestationarà a Nuidului 
vîscos incompresibil în vecinătatea punctului critic al 
peretelui sînt: ecuația de continuitate 


(wit), + (av), =0 (1.1.1. a) 
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ecuaţiile Navier-Stokes 
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in care indicele arată derivarea parţială în raport cu litera 
respectivă, (u, v) reprezintă componentele vitezei în lun- 
cul axelor (x, y), p presiunea, p densitatea (constantă), 
v coeficientul cinematic de viscozitate, iar j — 0 pentru 
mişcarea plană şi j — 1 pentru cea axial-simetricá. Con- 
form celor de mai sus aceste ecuafii trebuie rezolvate cu 
următoarele condiţii iniţiale si la limita 


t<s<0: u=v=0 pentru orice y 
$0: u —0, v = pentru y 0 (1.1.2) 
EET > U(x) = că dacă y oo, | 


unde v, este viteza constantă de suctiune (vp < 0) sau 
injecție (vy 0), U(x) viteza curentului principal, iar c 
o constantă, pozitivă pentru punctul de stagnare (critic) 
din faţă si negativă pentru punctul critic din spatele pere- 
telui avind valoarea 2U./a în cazul problemei plane, res- 
pectiv 3Uco/2a în cazul celei axial-simetrice. Aici U% este 
viteza curentului la mare distanţă de obstacol, iar a raza 
de curbură a conturului corpului măsurată in punetul 
de stagnare, | | 

. . Bá notăm că terminologia de condiţii iniţiale şi la li- 
mită, (pe frontieră) igi are originea în semnificaţia fizică a 
fenomenului studiat. În cazul nostru u(v, y, t < 0) repre 
zintă, distribuţia vitezei la începutul mişcării iar u(w, 0,120) 
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81 U(x, co, t) reprezintă, regimul de mişcare impus de expe- 
rimentator pe corp, respectiv la mare distantă de corp; 
in problemele descrise de ecuații de acest tip (para- 
bolic), soluţia nu este definită într-un domeniu închis, 
ci se propaga într-un domeniu infinit plecind cu con- 
ditii iniţiale date pe o frontieră deschisă. De asemenea, 
este important; de ştiut că în formularea matematică a 
unei probleme fizice condiţiile la limită, sînt tot atit de 
importante ca si ecuaţiile diferenţiale care descriu feno- 
menul de studiat. Mișcarea fluidelor este astfel formali- 
zată în termenii unor relaţii bine determinate cu care se 
pot exprima diferite situaţii în asa fel încît să se enunte 
probleme fizico-matematice judicios formulate, permitind 
corespunzătoarea lor abordare. 


În cele ce urmează vom considera doar problema, plană 
(3 — 0) de mișcare nestationará a fluidului viscos incom- 
presibil. Introducem noile variabile independente +, si + 
precum și funcţiile adimensionale de curent f(y, 7) si de 
presiune P(y, +) definite prin relaţiile 


nas 2 Vă, n = y[2 Yvt 
"a em a X y = —2e V wf (1.1.3) 
; s 


Cit despre márimile adimensionale, formulate eu varia- 
bilele fizice care intervin in caraeterizarea desfásurárii 
fenomenelor cercetate, acestea constituie invarianti de 
similitudine $i ele se pot introduce pe diferite cái, cel mai 
frecvent pornind de la ecuaţiile de bază ale mişcării. 

Sá reținem că odată cunoscute componentele (u, v) 
ale vitezei, din ecuaţia (1.1.1. c) se poate determina imediat 
funcția de presiune P ; din acest motiv nu vom insista aici 
asupra acestei chestiuni. Astfel, tinind seamă de (1.1.3) 
ecuaţia (1.1.1 b), după cîteva calcule simple, se poate pune 
sub forma 


3 2f 2 | ar M2 gef: 
PE ya aLa afa (ry 4 5 28] nc 
dn? On? ATON ON On 


(1.1.4 a) 
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ale cărei condiţii la limita, rezultate din (1.1.2), sint 


Qf k | 
OF == 0, f= — pentru y= 0 
Oy T 
(1.1.45) 
of SI 
— —1 ' dacă, y — oo 
Oy 
unde k = —v,// ve este parametrul suctiunii sau injectiei. 


Apare clar de aici că datorită valorilor singulare ale funcţiei 
fiz, 4) pentru t = 0 ecuaţiile (1.1.4) sint nesimilare. Rezol- 
varea numerică a acestor ecuaţii este realizată de Katagiri 
[134] folosind metoda dreptelor (v. Hartree si Womersley 
[104]) sub forma îmbunătăţită (derivare cu diferente). 
De menţionat că ea conduce la soluţii numerice destul de 
exacte şi rapid convergente fiind utilizată cu consecvență 
de Katagiri la o varietate largă de probleme. În această 
procedură se aproximează derivatele funcţiei f(z, 4) în 
raport cu timpul «(2 0) prin diferente finite regresive cu 


ajutorul formulei lui Gregory-Newton cu pas constant k. - 


Pe nodurile c; = ih această formulă se scrie 
of lie Iz 1 

E = — | Vh + — Vit -— Vif, eee : 

2 | E EIE (1.1.5) 

"i Qui 

m 4-1 dE"! 

unde fe (7-a, Tt) iar operatorul de ordinul m, notat 

V^, se definește prin relaţia de recurenţă 

Vf, RI, — mm 


Folosind o formula de derivare pe patru noduri, ecua- 
fia, (1.1.4 a) se poate substitui cu următorul sistem de 
ecuaţii diferenţiale ordinare : ` 


luc t 
+ — Vf + 
m 


c | 


de, vary AA 8 fad Gt ag US 
rate 4- [23 ih fi] —— — — | 11—— — 18———- 
ae tn + GR e ( il 
(1.1.62) 
df,.., Men] e | (= ) | E 
953:-2 _ go “irs ) LL (geli —[—-] | =0 
Ba 1) à i 
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avind condiţiile la limită 


if. ; k 
afi se 0, fi == ka pentru n = 0 
dy al 
| (1.1.6b) 
dj; 
Sn 1 daca, 7| — 0o. 
d | 


Pentru a începe rezolvarea ecuaţiei (1. 1. 6a) & să, o scriem 
ope: sub forma 


df, a (df, u 
P ERE ——- = y 
cota a) asa) 2 aan 
in care - Sa EL N PBs Doe is 
Dou. Pn) = 29 E GB), 
gigi sd fe df, df. df df. .Y 
R == (ugh — uses = Q ine n g "*f-94 
D pua or E Td. aa) " 


— (ih)? [ai (&) | m lc 0 
e : d» e SE 
Integrala partieulará a ecuaţiei omogene 


an [ou] * P auc 


d? 


corespunzătoare, lui a. L 7 ), este 


E) = 28 lap[- | onan] = 
exp | — n? — cas] 


Bau | 


„a n = Vin ean a 


36 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Acum ecuaţia (1.1.7) se integrează imediat. Ea poate fi 
sorisă.:sub o formi mai comodă prin schim bar ea variabilei 


dependente 


lf; 
CI. Gq) FC) 
dn 


După cîteva calcule se obţine 


d 
i ne 14.5 
«i = + Pn) — Bln j i 
unde . 
Sg marci a tae, da 
Pih = —— + Pin) an G(r 
Pin) Gta) ay (4), P i9) = "y ye 


Kcu A aus are soluţia 


| E= Flo a) — Va (Vc ) Go") dy") aw | 


Gn) VJ En?) 


0 


şi poate fi | încă simplificată, dacă se aplică o integrare prin 
parti si se ține seama că F(oo) = 1/G(co). În final soluţia 
ecuației (1.1.6a) este data de expresia integrală 


m i-i peo (2n dy’ Ja SC) e 
Mis PM G0) G(co) 
2 e dir úž "ha a. 1.98) 
TED ir v: ha") d "dq ' 
apu dat rode mGA Pu: 
0 , 
Sau 
f udi S avr .. (1.1.9b) 
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| 
| 


Ray 
£1 
Al 


| Ín acelaşi timp din (1.1.92) rezultă frecarea, pe perete 
* = pl Ou/ OY) »=0 care, scrisă in formă adimensională, 
conduce la relaţia 


— 1 aF 
C; = Tullo vo) = ———[ — = 
" V | sal 0n? E 
(1.1. 9 c) 
o0: R i 
= 8709) |: — | an 1) An'da | 
2 Yet i(n’) 


unde p reprezintă viscozitatea dinamică iar o densitatea, 
fluidului. 

Rezultate $i discuţii. Algoritmul metodei de rezolvare 
pe calculator a ecuațiilor (1.1.9) se găseşte descris în 
&134]. Ele se rezolvă iterativ prin cuadraturi numerice 
folosind regula lui Simpson. Pasul în direcţia lui v este 
0,1, limita superioară ,,infinit’’ în integralele definite se 
înlocuieşte cu valoarea finită n = 6 iar criteriul de conver- 
genta în iterații este 5- 1077. Dar, să avem în vedere că, 
deşi se studiază mişcarea pentru +> 0, este necesară va- 
loarea de start sau pornire (pentru + = 0) a lui df,/dy şi 


„care rezultă din (1.1.4a) făcînd < = 0, sub forma funcţiei 


erorii 


adică soluţia aproximatiei de ordinul unu in problema lui 
Blasius [21] fără suctiune sau injecție (k = 0). 


Pentru a putea. evidentia unele aspecte in problema de 


fafa, rezultate din studiul prezentat, este necesar să facem 
următoarea remarcă. Cercetarea (teoretică şi experimentală) 
a pus în evidenţă faptul că dacă ecuaţiile stratului limită 
au soluţii staţionare cu frecare pozitivă atunci fenomenul 
desprinderii (v. cap. IV) nu are loc şi mişcarea nestafio- 
nará o aproximează pe cea staţionară in limita timpului 
t-> oo. Acest deziderat; este deosebit de important in 
contextul problemei noastre deoarece ea constituie un 
astiel de exemplu. EN 
În fig. 1.3 — 1.5 sînt reprezentate profilele vitezei în 
lungul peretelui în raport cu variabila similară a mişcării 
staționare yo/v = 2 V ct, considerind diferite valori ale 
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lui et. După eum era de aşteptat viteza creşte rapid în 
stadiul iniţial (incipient al mişcării), lar cu trecerea tim- 
pului ea tinde asimptotic către adevărata sa valoare din 
mişcarea staţionară. Timpul tranziţiei de la mișcarea nesta- 
ționazră la cea staționară scade odată cu creşterea lui 5; 

1.0 


x 


i 4 
y Vc/ 0 1 2 3 Wess 


Fig. 1.3. Profilele vitezei in cazul Fig. 1.4. Profilele vitezei în cazul unui 
suctiunii (k = 2). perete impermeabil (& = 0). 


Fig. 1.5. Protilele vitezei în cazul 
injecţiei (k = —2). 


în cazul injeetiei este necesar un timp mai mare pentru 
atingerea, stării staţionare decât în cazul suetiunii. In plus, 
refleetind atent asupra fig. 1.5 rezultă că în situaţia injee- 
tiei profilele vitezei au puncte de inflexiune, fapt remarcat 
de altfel de Hasimoto [105] în studiul mişcării peste o 
placă.plană poroasă infinită. Aceste puncte de inflexiune 
apar simultan cu începerea mişcării şi dispar odată cu 
creșterea stratului limită. | 


Wallace si Kemp [313] au stabilit că dacă injeetia- 
este puternică, stratul limită se îndepărtează de peretele 


corpului formînd un strat subțire care conţine. linia de 
curent ce separă curgerea potenţială exterioară de regiu- 


nea fluidului injectat din vecinătatea suprafeței corpului. 
Recent, Rajappa [217] a arătat că pentru o injecție nor- 


mală la suprafaţa corpului cu o viteză de un ordin mai mare 
decît cea, din stratul limită, în primă aproximaţie el poate 
fi considerat ideal dar rotational. Această aproximaţie 
este valabilă numai în vecinătatea peretelui şi se pierde 
odată ce ne indepürtám de suprafaţa corpului spre stratul 
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subţire în care efectele viscoase nu pot fi neglijate în com- 


paratie. cu cele inertiale. 

Variația coeficientului de frecare (1.1.96) în raport cu 
timpul ct este ilustrată în fig. 1.6 pentru citeva valori ale 
parametrului k. Această figura dovedeşte că frecarea des- 
creşte odată ce suctiunea sau injectia (parametrul A) 


8 » 
Ce j E 
9 K=5 
| - 
m | 2. 
Fig. 1.6. Variatia coeficientului A > 
local de: frecare în raport cu i | | 2 
timpul . | ep 
| | 6 
2N zu 
cu. 
i -3 
O ; E 
O. 1 2 ct. 3 


descresc. Citeva valori ale coeficientului de frecare C; 
pentru un perete impermeabil (k — 0) se dau în tabelul 
1.1. Katagiri [133] a arătat că in acest caz studiind . miş- 
carea din vecinătatea punctului critic printr-o dezvol- 
tare in serie de puterile lui ct atunci. pentru ct < 1,5 
xalorile lui C, coincid destul de bine cu cele obţinute inte- 
grind direct (numeric) ecuaţiile (1.1.4) in timp ce pentru 
d > 1,5 seria coeficientului C, diverge. Aşadar printr-o 
dezvoltare în serie după puterile timpului nu se poate 
elucida comportarea asimptotică a stării staționare de mis- 
care făcînd timpul să tindă la infinit. Se va vedea însă in 
paragraful următor cum funcţionează totuşi o astfel de 
tratare folosind, de exemplu, transformarea lui Shanks 
[252] sau aproximarea lui Padé (v. Baker [10]), care con- 
stituiesc scheme remarcabile pentru accelerarea. conver- 
gentei unor serii slab convergente sau chiar divergente. 
.. .inafara metodelor numerice care rezolvă direct ecua- 
fille (1.1.1) există însă si o altă cale pentru desenerea 
mișcării nestationare de stagnare la timpuri mari; bazată 
pe folosirea functiilor gi valorilor proprii. Ideea aplicării 
acestei strategii, la problema discutată, se datoreste lui 
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Rott si Rosenzweig [226], Lam şi Rott [155] și indepen- 


dent lui Kelly [143 ].. 
Eom Tabelul nr. 1.1. 
Valorile eoeffeientului de frecare C; 


ara | e ara] o are] o paj o 
NN IN, JR RI, E t rre P——M 
0,1 111,331801|. 0,8 | 1,7241002| 1,5 | 1,302614 2,2 | 1,240050 
0,2 5,724899! 0,9 | 1,604041| 1,6 | 1,284829 2,3 | 1 „237767 
0,3 3,882050| 1,0 | 1,514596| 1,7 | 1,271287| 2,4 1,236125 
0,5 2,455873| :1,2 | 1,395537, 1,9 | 4 ,253266| 2,6 | 1,234136 
0,6 2,118510| 1.3 | 1,356097| 2,0 1,247481, 2,7 | 1,233561 
0,7 1,888005| 1,4 | 1,325840| 2,1 | 1,243195| 2,8 1,233160 
co 1,232588 


§ 12. Extinderi ale teoriei mișcării 
din vecinátatea punctului critic al unui corp 
cu bord de atac rotund 


Acum cînd stim cite ceva despre mişcarea unui fluid 
în vecinătatea bordului de atac (punctului critic) al unui 
corp cilindric vom încerca să prezentăm un alt mod posi- 
bil de studiu al acesteia, şi anume, urmînd metoda dezvol- 
tărilor în serie care, fără îndoială, este familiară cititorului. 
În această tratare, propusă de Tokuda [302], vom vedea 
exact; ce trebuie să presupunem pentru a justifica toate 
calculele făcute. | 


Fig. 1.7. Sistemul de axe (x, y) 


Să presupunem că fluidul porneşte bruse (impulsiv) 
din repaus și să calculăm frecarea în vecinătatea bordului 
de atac al obstacolului (v. fig. 1.7). În acest scop am putea 
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partieulariza soluţia lui Goldstein si Rosenhead [91] 


la prezenta problemă in care U — cue > 0), obtinindu-se 


următoarea formulă pentru coeficientul de frecare la 
perete : | 


TT 


Tea nive | y ; 
Cr = sete: ~ gan (1+ 142441 +—0,219 87 54...) 


(1.2.1) 


7 
p : 
ai 2 termeni 


-— 
15 FAS —- 7" valoarea lui Himenz (1911) 


> 1.232588 
at 
v9 
> | : 
m 1.0 3 termeni 
2 
| e me EEUU 
Qu o UD 40 T ct 


- Fig. 1.8. Variația coeficientului local de frecare Cp, 
ecuația (1.2.1). 


în care Re = Uz|v este numărul lui Reynolds local iar 
t = cl. Coeficientul C, este arătat în fig. 1.8. Bineînţeles, 
această soluție trebuie să aproximeze valoarea lui Hie- 
menz de 1,2332588 pentru cazul mişcării de stagnare sta- 
tionare (t — oo). După cum arată însă figura alăturată 
seria (1.2.1) este divergentă pentru valori mari ale lui +. 
Bellman [17], van Dyke [307] si Seraton [244] au sugerat 
folosirea transformării lui Euler pentru îmbunătățirea 
convergenfei acestei serii sau cu alte cuvinte pentru elimi- 
narea singularitátii care face ca soluția să devină divergenta 
cînd + — co. Dar apare dezavantajul acestei tehnici cerin- 
du-se cunoaşterea unui număr mare de termeni al 
seriei în scopul localizării singularității cit mai exact; 
numai cu cei trei termeni cunoscuţi ai seriei de mai sus nu 
se poate determina nici natura nici localizarea singulari- 
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tátii. Se poate totuşi stabili o Rice a acestei singularitáti 
după cum urmează. Seria (1.2.1) se pare a fi alternantă, 
Aceasta înseamnă ei dacă există, o smgularitate ea se da- 
voreşte valorilor negative ale timpului t Ceea, ce, evident 
din punet de vedere fizie este absurd. Apoi singularitatea 
nu este niei de natură fizică, ca de exemplu, datorită des- 
prinderii str: atului limită de suprafaţa corpului. Prin urmare 
această singularitate este una artificială și ea se datorește 
alegerii necorespunziitoarc a sistemului de coordonate 
legat de corp. În acest fel există posibilitatea de a evita 
apriori singularitatea artificială, si deci extinde conver- 
genta seriei la intregul domeniu de mişcare, alegind în 
regiunea singulară subţire, în mod corespunzător, un 
sistem de coordonate „dilatate”. Pentru aceasta Tokuda 
a dezvoltat consideratiile de virtej elaborate de Lighthil 
[157] in explicarea formării stratului limită din imediata, 
vecinătate a suprafeţei unui corp. 

In general, pentru o mişcare plană nestationará de 
fluid viscos incompresibil, urmînd îndeaproape formarea, 
cimpului virtejurilor odatá cu inceperea miscárii, Tokuda 
a stabilit că această evolutie este foarte bine caracterizată 
de relația 


, (1.2.2) 


în care x este coordonata măsurată în lungul eonturului 
corpului pornind din punctul critic (v. fig. 1.7), U(«, t) 
viteza mişcării potenţiale (exterioare) şi 3(a, t) grosimea 
stratului limită. 

Termenii acestei relații au următoarea interpetare 
fizică : v/3? este denumit rata difuziei transversale şi repre- 
zintă totalitatea virtejurilor generate la peretele corpului ; 


U/\ U dt descrie, după Lighthil, difuzia virtejurilor datorită 


distribuţiei Gaussiene si este, cel puţin pentru stadiul 
iniţial al mișcării (timpuri mici), cauza principală a trans- 


ferului virtejurilor; U?/\ U da, introdus de Górtler [97] 


pentru considerarea efectului convectiv al mişcării exte- 
rioare, simbolizează pentru timpuri mici, ordinul de mărime 
al intensității stratului inițial de virtej (format pe supra- 
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fata corpului), necesar menţinerii condiției de nealunecare 
după redistribuirea virtejurilor datorită convectiei. Pentru 
mișcări cu gradient de presiune diferit de zero, intensita - 
tea acestui strat de virtej variază de la punct la punct si 
prin urmare, contorm distribuţiei Gaussiene, variază si 
intensitatea liniilor de virtej în direcţia y — const. (para- 
lela la conturul corpului.) Dacă in schimb mişcarea exte- 
rioară stratului limită este uniformă, adică gradientul de 
presiune este zero, atunci intensitatea liniilor de virtej 
din strat rămîne constantă în ipoteza că nu există altă 
sursă de pertubatie. Aceasta explică de ce convectia nu 
poate cauza nici o perturbatie în distribuţia Gaussianá de 
virtej pentru mişcarea unui fluid viscos peste o placă plană 
semi-intinită ; in fine, termenul v/z? reprezintă rata difu- 
ziei longitudinale şi el caracterizează regiunea de curgere 
lentă de tipul Stokes din apropierea bordului de atac al 
unei plăci plane semi-infinite sau al diedrului. În cele ce 
urmează se omite mărimea, v/z? deoarece vom considera 
mişcarea din vecinătatea punctului critic al unui corp cu 
bord de atac rotund. Notăm cá se poate face o analiza 
similară celei prezente şi pentru comportarea (redistribui- 
rea) virtejurilor în cazul intervalelor mari de timp de la 
începerea mişcării corpului. 

Dacă se neglijează termenul v/v? din (1.2.2) atunci 
mărimea 6 se poate exprima prin relaţia 


3 = E | vajo) a arat (1.2.3) 


unde 


DE (A v a) v az (1.2.4) 


Se observă de aici că mărimea adimensională + este un 
parametru important pentru determinarea comp ortárn 
stratului limită; regiunea timpului mic corespunde lui 
t < 1, în care efectele convective au rol numai de corecţii, 
în timp ce starea staționară de mişcare corespunde lui 
t > 1. Este de notat că problemele nestaţionare inafara 
parametrului c, in general, implică şi alti parametrii MICI 
ca, de exemplu, celor de tipul întroduși de Moore [171 
pentru mișcarea cuasi-stationara peste o placă plană semi- 
infinită sau Tokuda $i Yang [300] pentru mişcarea. de 
stagnare plană, respectiv axial-simetrica. ED Si 


44 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Cu ajutorul relaţiei (1.2.3), se poate defini acum o 
nouă variabili ,,dilatata”’ Y sub forma i 


x ni ( UE U d) (L 4 c). (1.2.5) 


Dacă această variabilă independentă fine seama in mod 
corect de efectele termenilor convectivi, atunci se justifică, 
folosirea ei in analiza evoluţiei stratului limita din jurul 
obstacolului considerat şi prin urmare teoria dezvoltată 
funcţionează corect. 

Si revenim la situaţia mișcării nestafionare de stagnare 
si să seriem că aceasta are loc impulsiv din repaus, adică 
în condițiile "e 


140: w—0—0 pentru orice y 
i0: w=v=0 pentru y —0 (1.2.6) 
u>U=ce dacă — y — co. 


Tinind seamă de ecuaţiile care definesc funcţia de curent 
e unc A Ob: 

aq) 04 wet De OT 

si de relaţiile (1.2.4,5), putem serie 


dp = [vt + st)? eo! ** f(Y, 7) 
(1.2.7) 


z= ct, Y = y[24(1 + 7)/vt}?. 
Astfel, ecuaţia (1.1.1b) şi condiţiile la limită (1.2.6) devin 
def: Pr Ys 2 OF ie ez = of ) | 
ay? 2 (1+ 7)? oY? 1-47 ay) | 


82 2 
Ly L| -s vg dy ^ 0288) 
t+ oY | 


{= Eg = 0 pentru Y = 0 TE 20g dacă Y — co, | 
OY | oY 
(1.2.8 b) 
in care B = 1 pentru cazul regimului de mişcare plan şi 


B = 1/2 pentru cel axial-simetrio, Se poate obţine o soluţie 
analitică sau numerică a ecuațiilor (1.2.8) aplicind proce- 
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deul obişnuit de dezvoltare a funcției f în serie de “puterile 
timpului mie r. Se observă însă clar din (1.2.8 ay OHO -age- 
-menea dezvoltare introduce inevitabil o singularitate 
pentru t = —1. Bellman si van Dyke definesc arti- 
ficială” această singularitate si ei cred că ea se datoreste 
unei alegeri neeorespunzitoare a sistemului de coordo- 
nate legat de corp. Totuşi, situaţia ar putea fi evitată prin 
introdueerea transformării lui Buler 


T 


pu g 


3 (1.2.9) 


care reduce domeniul fizic [0, co) al timpului 7 la & e [0, 1). 
Tinind acum seamă de (1.2.9) ecuațiile (1.2.8) capătă 
forma 


2448 ager 4 pj- (2041720 


SE: | Y2. 8Y? 
| T 

= BE(1 — £)——— 1.2.10 a 
B ) JYE ( ) 

Ip pentru Y =0 şi 0<E<l 
(1.2.10 b) 

Of | à : 
—— — 1 dacă Y -> œ Și ( cto 


Prin urmare singularitatea artificială este eliminată din 
ecuaţiile (1.2.10). Oum în acest tip de miscare nu există 
nici o singularitate fizică înseamnă că se poate obţine o 
soluţie uniform convergentă a ecuațiilor (1.2.10) ; aceasta 
se va face de aici încolo. În stadiul incipient al formării 
stratului limită mărimea £ este mică astfel că functia 
f(¥, E)) poate fi reprezentată în forma unei serii conver- 
gente de puterile lui & 


KY, &) =fAY) + SIDE, 021) 


n=] 
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în care coeficienţii fa trebuie să satisfacă; ecuaţiile 


f" yp! =O 


fim + E yg — ft = ppt —1 — a + pf 


AX "T za. tg (1.2.12 a) 
h—1 e fll 
fU a By Yf" — n A -— 8 y (Fife ES blest) 
2 k=0 | D 
— E. yg, — 28 — Dfi- + $n — 2) fina + B fia 
impreuná cu condiţiile la limită 
JAO) = fo(0) = 0, fa(oo) = 1 
a3. 12 b) 


(0) = 70) = 0,. fo) = 0, n=1, 2, 8, 


In aceste ecuatii accentul i înseamnă derivarea în n raport cu 
variabila Y. 
Pe de altă parte în variabilele convenţionale | 
= (vt/2?)/? og! *1 F(w, 7), n= y(2?/vti)}/? (1.2.18) 
ecuatia i 1b) devine 


3 ôF OF 
OP BOF p - (22) ial Dee 
an? 2 Om? an TET TEE 


fiind supusă condiţiilor la limită 


? = LN pentru y = 0; LN dacă y —> 00. 
On Ox 

Presupunem. de asemenea că pentru valori mici ale lui « 

funcţia P(n, t) are dezvoltarea 


Dn, 7) = Fi) + 3 Pam) — 01214 
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în care functiile F, sint date de ecuaţiile 


Po + + ny’ = 0 


p p' 
RU + n n — BPI = pne — 1 — ELE A (1.2.15) 
" p 
n—] nil nup 
Fy” RUE) noe = B'S (paras, — aen 
k=0 B 
şi satisfac condițiile la limită 
FQ(0) = F(0) = 0, Fu(oo) = 1 
r T (1.2.15 b) 


F,(0) = F,(0) = 0, F,(œ) = 0, n = 1, 2,3, ... 


Se observă că funcțiile f, date de ecuațiile (1.2.12) diferă 
de funcţiile F, rezultate din ecuațiile (1.2 15) numai prin 
“termenii subliniati. Se pot obţine: relativ uşor soluţii ana- 
litice ale acestor ecuaţii şi în acelaşi ne următoarele 
relații între primele trei funcţii Ja Bb 


| | € | 
fo = Fos Fue Es. Bo EP | 
| (1.2.16) 


f; z P, +4 Crap — 3YF, + 38) + — (YF; + 3E). 


bo | 


Prin urmare, cunoașterea mărimilor f, conduce la deter- 
minarea funcțiilor P', şi reciproc. De exemplu în cazul miş- 
cării plane (B = 1) expresiile analitice ale funcțiilor Fp, 
F, și P; determinate de Goldstein si Rosenhead în anul 
1936 iar apoi corectate de Wundt [337] în anul 1955, sînt 


- 1 
JF == On ert Tu -J- = 


n 
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— 232 
HETE erf Vm + = m6 da 


3-1 Rec Er 
wg. M ert? ny + | 5. ltt öve 2 
líi 2X4.3 Xy -4 
— Pp = Y WU au € Bz 
TE 2 tz Jot = n) 
2 =n 4 2 
— — (1 — 2i) e — — ler | 
ja ( 11) spal "pes E m T =) eri n + 
4913 (3 199 + A nh) ert (V3 a) + 
20 c 
16 y2 -5 
+- Tae ! erf (2) + 
| 1 -321 | 1 4 2 
, 133 54 a eee 1 - KS a+ 
agus 033 m 6 7 [a +) a 
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8 > 4 4 
——[1--— - L+ — ](3 + 12 v? + 44 
tl uL v Ly Je +12 at ea 


M — i —— a 


(a RES L9 Je css cera 4 
A 180 v 135 xv (3 + 120i + 4v) erf, + 


SR ES + 2mp)e ^, 
unde 7; = y/2. Este clar că, stabilirea soluţiilor analitice 
ale ecuaţiilor (1.2.12) şi (1.2.15) pentru aproximatii supe- 
rioare conduce la calcule extrem de laborioase astfel că, 
sint preconizate procedeele numerice. Urmind calea din 
urmă, Tokuda a integrat aceste ecuații pind la n = 6 in 
ambele cazuri 8 = 1 si 6 um o e 
Sá revenim la functiile de curent y şi Y din(1..7) si 
(1.2.13) şi să observăm cá ele se pot scrie sub forma 


y = (A Pi)ilaoai 4 ay | E) + 


( 


4 L+ e PVT a | 

14 - fl cT 0-4 id hi Y ati jt = 

P = (v tJ os HEP GG) + Fln) + R) H. . 
Dacă pentru « mic se dezvoltă funcția y în serie Taylor in 
jurul lui Y = şi se folosesc relațiile (1.2.16), rezultă 
y = Y într-un domeniu D oricît de mic: din vecinătatea 
lui t= 0. Prin urmare deoarece functiile y si V pot fi 
presupuse analitice pentru anumite valori mici ale lui « 
înseamnă cá se poate găsi întotdeauna, un domeniu comun 
D astfel ca, soluţiile ecuaţiilor (1.2.12) să fie prelungiri 


analitice ale soluţiilor problemei. lui Goldstein si Rosen- 
head. j et e 
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„Distributia vârtejului. Datorită dependenţei liniare de 
coordonata & a vitezei, intensitatea virtejului (6 = rot ®©) 
în interiorul stratului limită este dati de relaţia 


du Ov — y) Var 
dy dv Vw ` 


Tokuda a facut un studiu detaliat al distribuţiei lui «c 
punind in evidenţă următoarele caracteristici fizice : (a) 
La distanţă mare de corp (Y — oo) virtejul dispare mult 
mai repede pentru funcţiile f, decît pentru P,. Într-adevăr, 
de exemplu, din expresia lui P, avem 


rr 2 —ay 4 
F — 2m erf? Ny +| cm "I +. (1 -+ s )m pri 


astfel cá, pentru Ti mare, din (1.2.16 — 17) rezultă 


2 — mă 8. — m? 3 — n? =. 2 
tt 2 E A 1 1 “he 
fw — me lI me e "+ 0(e m 
ys dz Dm e 
-~ : : 2 2 
— , 1» p" l 11 8 — N 4 =n] 
1 = í — — Fy Tra 0:0 UTERINE == — M k 


Apare clar că termenul de ordinul O(vi e 2 din expresia 
asimptotică a lui Fi’ nu apare in fy’ ceea ce explică proprie- 
tatea, enunțată. Se pare că această observaţie este adevă- 
rată pentru orice n. (b) Pentru funcţiile f, virtejul este 
maxim totdeauna pe suprafaţa corpului, în timp ce peniru 
funcţiile F, acest maxim se deplasează în interiorul regiu- 
nii stratului limită. Această comportare a lui œ rezultă din 
fig. 1.9 si ea furnizează o imagine fizică realistă despre 
procesul redistribuirii virtejurilor, Localizarea maximului 
virtejului o pe suprafaţa corpului explică trăsătura stra- 
tului de virtej introdus ca o condiţie de nealunecare a par- 
ticulelor de fluid pe peretele corpului. Acest strat este 


ol 


CE Scanned with OKEN Scanner 


necesar deoarece convectia liniilor de virtej dé către mig- 
carea indusă perturbá distribuţia Gaussiană de virtej 
aproape peste tot şi prin urmare apare o viteză de alu- 
necare pe suprafaţa corpului. Să notăm că intensitatea 
stratului de virtej constituie un indiciu cu privire la na- 

rn! | ' 
Fa 


-—— 
— ~ 
-7 - 


D> 


P s C EE o cce 


T 0.10 Pa 
^ 


Fig. 1.9. Functiile Fo şi a in cazul plan (B = 1). 

tura convergentei seriilor (1.2.11) și (1.2.14). Rezultatul 
integrării ecuaţiilor (1.2.15) arată că seria lui Goldstein 
si Rosenhead (1.2.14) intilneste o singularitate pentru 
t = —2 dacă B —1 şi t= —1 cînd B = 1/2; aceasta 
este aşa numita singularitate artificială deoarece valorile 
negative ale lui + nu posedă o semnificație fizică. Dim- 
potrivá, seria (1.2.11) converge pentru 0 < 6 < 1 sau pe 
întreg domeniul cu semnificaţie fizică. 

Frecarea la perete. Soluţia (1.2.11) în care facem 
E = «[(L-- «) furnizează următoarea expresie pentru 
coeficientul local de frecare | 


1 Vx 1,424413 0,219866 
Op DI z= ) 7? — 
V-a 1,515696 0,210847 
0,013024. 0,02 169 0,006543 
( ort pores | = 
0,049086 0,030106 0,004241 
0,000429 | 
( jtë + O (47) (1.2.18) 
0,003598 | e 
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unde primul rind se referă la cazul plan iat al doilea la 
cel axial-simetric. Expresia (1.2.18) trebuie să fie echiva- 
lentă cu cea obţinută din soluţia tui Goldstein si Rosenhead 
(1.2.14). eee care se pune acum este să calculám 
din (1.2.18) frecarea in cazul stării staționare de. mişcare, 
adică pentru t — oo. Dar cum aceasta serie pentru valori 
suficient de mari ale lui + este divergentă, trebuie iímbuná- 
tatita convergenta ei. Se poate folosi, TOR aceasta, 


transformarea lui Shanks jf 
(S, Lo Pii eaa) Pr- (noa) — Pran) k—1,2,.. 


ex-a( Saa) + Pr-a(Sn-1) — 205-185) | 


unde o,(S,) = Sn. Aici S, reprezintă suma parțială a 
primilor n termeni ai seriei considerate iar k numărul de 
iteratii pentru care se aplicá transformarea lui Shanks. 
Cititorul poate gási aplicatii interesante ale transformării 
lui Shanks la diferite DIO boia de mecanică in cartea 
lui van Dyke [307]. | 

Să observăm acum că prin intermediul seriei (1.2.18) 
se pot determina constantele A, si A, din soluţia proble- 
mei lui Kelly ([143], care evaluează starea finală statio- 
nará de mişcare din vecinătatea punctului critic al unui 
corp cu bord de atac rotund. Astfel, soluţia lui Kelly 
dă următoarea expresie pentru coeficientul de frecare 


1,232588 — -0,296 e-50621* 0,353 e—5.022 
Cy ~ ( ) -( ) + ( E aus 
0,927680 0,373 e 39828 * — 0,605 e-786 * 


(1.2.19) 


Pentru completitudine prezentăm în tabelul nr. 1.2. 


citeva valori ale lui 0, calculate din seria (1.2.18) prin 
aplicarea transformării lui Shanks, respectiv folosind 
soluția lui Kelly (1.2.19). De asemenea în fig. 1.10 se arată 
variația coeficientului de frecarea folosind soluția timpu- 
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rilor mici (1.2.13) pini la & = = 0,5 dig ed soluţia tim- 


purilor mari (1.2.19) pentru £ 4 - 0j . Se observă de aici 
o tranziţie continuă între ie două regimuri de miscare. 


cazul plan ((3=1) 


cazul axial- simetric (a=) 


Q Si Da Op 9006 08 - 16 


Fig. 1.10. Variatia coeficientului local de frecare 


¿O timpuri mici, -ecuația (1. 2: 1 
WV timpuri- mari,- Lr we 2; BO 


Tabelul nr. 1.2, 


Valori ale coeficientului local de frecare C; 


plan, B=1 | . axial simetric, 8 — 1/2 
r F s 
e = 14 Kelly Tokuda Kelly Tokuda 
z (1962) (1971) (1962) (1971) 
0,2 1,4581 1,5146 0,9807 1,1009 
0,4 1,2799 1,2799 0,9507 0,9507 
0,5 1,2476 1,2476 0,9344 0,9343 
0,6 1,2355 1,2303 0,9280 0,9371 
) 0,7 1,2328 1,2382 0,9277 1,0214 
0,8 1,2326 1,2715 0,9277 3,1760 
0,9 1,2320 1,5470 0,9277 ,3276 
1,0 1,2320 . ` 0,9277 
1,232588 | 0,92768 


valoarea lui Hiemenz (1911) valoarea lui Homann (1936) 
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$13. Mișcarea în vecinătatea punctului critic 
din spatele cilindrului circular 


Să considerăm mişcarea unui fluid viscos incompresibil 
în jurul unui cilindru circular infinit care porneste brusc 
din repaus iar in continuare isi păstrează o viteză constant. 
Existenţa unui gradient de presiune negativ în veciná- 
tatea punctului critic din spatele cilindrului are ca efect 
ingrosarea stratului limită si în același timp o descrestere 
a tensiunii de frecare pînă se ajunge la o valoare a tim- 
pului cind aceasta se anulează, ivindu-se o mișcare reversá 
(în care componenta vitezei în direcţia curentului isi 
schimbă sensul). Apariţia acestei mişcări conduce la for- 
marea unei regiuni in care liniile de curent sint închise, 
denumiti mişcarea rotațională (sau turbionará) si a cărei 
dimensiune creşte rapid, 

O contribuţie importantă privind structura mișcării 
din vecinătatea punctului critic din spatele (avalul) cilin- 
drului a tost adusă de Proudman și Johnson [215], res- 
pectiv Robins si Howarth [222]. Bi au arătat că grosimea 
stratului limită din jurul acestui punct creşte exponential 
în timp iar în final mişcarea este echivalentă cu una sta- 
fionara către punctul de stagnare. Aici frecarea tinde către 
o valoare finită negativă, egală în valoare absolută cu cea 
din punctul de stagnare din față (amonte) al cilindrului. 
Această observație este foarte importantă deoarece, după 
cum se știe, nu există o soluție staţionară a ecuaţiilor stra- 
tului limită în punctul critic din spate al cilindrului. Proud- 
man si Johnson au intuit că aici mişcarea are loc într-un 
strat subțire situat în apropierea, peretelui şi „cutundat” 
in curentul potenţial specific punctului de stagnare si 
in care ecuaţiile stratului limită există pentru orice timp 
finit. Fig. 1.11 va face să fie mai uşor de urmürit ce se 
intimplá aici. În acest fel metoda, pentru studiul mişcării 
din vecinătatea punctului critic din spatele cilindrului 
devine similară cu cea pentru punctul critic din fata. 

Fie (z*, y*) coordonatele carteziene în lungul, respectiv 
normal la suprafața cilindrului unde 2* se măsoară înce- 
pid din punctul critic din spatele cilindrului. Fluidul 
fiind incompresibil, mișcarea este descrisă de ecuaţia, 
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-zontinuității impreună cu ecuaţiile lui Navier-Stokes 
(1.1.1) care pentru J = 0 se scriu 


-=0 nen (1.312) 


P=- 2900s ey 


2-4 
oe 


Fig. 1.11. Configuraţia mișcării nestalionare în vecinătatea punc- 
tului critic din spatele cilindrului circular. 


| | 2 2 
ðt” Ou* 0y* p Qa* EEE "aye 
- : (1.3.1 b) 
Qv P A A das ish i; (e Jj" 
9i* Ox Qy* o Qy* Qu a 


5.10) 
mărimile fizice din aceste ecuaţii avînd semnificaţia 
fizică cunoscută. 


În contextul convenției adoptate, mișcarea fluidului 
în vecinătatea punctului critic se idealizeazá considerind 
mișcarea lui la o anumită distanţă de punctul de stagnare 
al unui perete plan infinit. Aceasta înseamnă, că, dacă 
se definese mărimile adimensionaleï 


q = “* la, y = y*(2Uœ]va)!?, t = 2U tla, 


atunci mișcarea potenţială corespunzătoare unei porniri 
impulsive a fluidului este descrisă de funcția de curent 


ap = — (2v dV eo) "2 ay, 
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iar componentele vitezei, in virtutea ecuaţiei (1.3.1 a), 
sînt | n | | 


uo Ra NET Uot, Gf ee 3 = (2v0 æla) ty, 

ay* IM" | 

in care « este raza cilindrului. Deoarece se presupune cá 

la distante suficient de mari de suprafaţa cilindrului 

curgerea rămîne neschimbată în timpuri finite, miscarea 

potenţială precedentă va fi considerată drept condiție 

fa limita exterioară pentru orice valoare a timpului f. 

Prezentarea de mai sus permite stabilirea unei soluţii 
exacte a ecuaţiilor (1.3.1) avind forma 


b= —(2vaUs)?aP(y,t), p= -e2 Uot? + 


în care functiile F(y, t) si P(y, t) se determina din ecuaţiile 


Oy?  —— Oy? Oy} | OyOt. . . 
ea 3 2 
OF 4, pile 1 IRs, OF age by 
Ot Oy .. 2 0y Oy? 


F(y, t) trebuind să satisfacă condiţiile iniţiale şi la limită 


LL ET pentru t=0 şiy #0 
Oy | 
" | 
F = oF == pentru y —0 si î 4 0 (1.3.3 c) 

0y | 
QI" | SYM | 
oF —] dacă y — Q, 
0y 


Dd, remarcam că ecuaţia (1.3.26) determină presiunea 
P(y, t) de îndată ce se cunoaşte tunctia F(y, t) dată de 
ecuaţia (1.3.24); de aici încolo se va omite ecuaţia (1.3.25). 
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În continuare vom integra ecuaţia (1.3.2a) cu conditiile 
la limità (1 3.20) pentru valori mici, respectiv pentru valori 
mari ale timpului 2. 


1.3.1. Soluţia pentru timpuri miei. Facem schimbarea, 
de functie F(t, y) = 2 Vt I(t, 4) unde 4 = y [2 y; avem 


asf 24 2f 


an? Qn? 9600 
me (1.3.3. 4) 
-p- (jen 
07 On" 
| 0 : Es 
¢ ork 2-0 pentru n = 0; Af. — 1 dacă y — oo. 
04 | | On 
(1.3.3 b) 


Vom schiţa acum modul de stabilire a soluţiilor ana- 
litice ale ecuaţiilor (1.3.3). În acest scop să presupunem 
că funcţia f(t, n) se poate exprima în forma unei serii de 
puterile mici ale timpului ¢ 


09 


f(t, n) = y f.CDt^, 


n=0 


in care coeficienții f,() satisfac următoarele ecuaţii di- 
ferentiale ordinare liniare si condiţii la limită, 


afo | 94 Ho _ 9 


za tiv (1.3.4 a) 
| 25 To, =O pentru y»=0 
dv | 
(1.3.4 b) 
df, 


-—1 daca y->o; 
da | | 
3 2 lf | 1 2 d* 
Sh, oih a ea (a) + 0]. 
d? dy? d d dn“ 
| (1.3.5 «) 
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1 4 
fA = 2 0 pentru ? =0 
(1.3.5 b) 
if "mE" 
Sh -> 0 dacă, y, —- 00; 
d 


15/ 1: df 
aJs 42 OT... An LI - 
d? dz? d 


m=i d NEC A. 
-AY(n SE Su ME, ius 
i=0 dy? d d 


Js = fs = 0 ~ pentru a xg 
dy | f 
-(1.3.6 b) 
df, 
Gn 0 


| : dacă zy, 5:009. 
d» e | 
Soluţiile acestor ecuaţii pot fi exprimate cu ajutorul 


functiei erorii gi derivatelor sale. Astfel, din x .9.4) avem 
SUCCESIV 
5, — 


dq E dy 


gnage reamintim cá 


1 — erf» —1 ale" ds = erfe y. 
T 
0 


P Tinind acum seamă de expresiile (1.8.7) ecuaţia (1.3.54) 
evine 


d*f, d*f df | 8 
uU dàn —4—.-— — 4 orl? y ++ = me ert 
di? "m aly eri“ y -H [a jt ert y + 
(1.3.8) 
& — 2f 8 y 
J—6e675" — —e7" + 4. 
Tt Tt 
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Soluţia generală a ecuaţiei omogene (1 = este 
d il dad 
: x CL -- 22 ) -- o, |a ~|- 212) erf T) - —— f) =ne] 
d : 


unde C, si C, sînt constante arbitrare care se vor + determina, 
din condit iile la limită (1.3.5b). Căutăm o soluţie particu- 
lară a ecuaţiei (1.3.5 a) de for ma : 


ay 
dy 


in care functiile L(- Jr M (n) şi N(m) se determină din sis- 
temul = | 


= L(2) ext? n + M(1) erty + N(q) 


d?L | 
-L g; Ub — 4L — —4 
dn? d7 
OM anth wo. 8 wy, SUI 
dy? dy Vx dy yz 
T — (1.83.9) 
dy epa aN . AN — — Sá 2n? Aid ise a 
8 —25 Lt + 4 
T TI 


Primele două ecuaţii au soluţiile ` - 


1 ES 29 — : 

D= AK - — io +K, M = F — 5) ye7* 
* S T " A 

unde K este o constantă arbit rară pentru un moment 

necunoscută. Acum ectiatia‘a treia din (1.3:9) se. serie | 


dM ,, AM 


din? ki dy 


f — 
- — aeo 
" ` 
LI 


b 8 , 
=r 4 (4E — 6n? — 6K + 1]e-?* — — e7" + 4 
7i 
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de unde rezultă K = 1/2. Agadar avem | 


| "WE M 
^L =| —w»* A M = —— yer”, N= 621 d 


T : T 


+ E. emnt — J, 


3 TU 


Tinind seamă de condiţiile la limita (1.8.55), in final se 
găseşte urmă toar ea soluţie pentru ecuația (1.3.5 4) 


oh = (+22 ) om -»- (ara) 


(dv 2 On 
A ius Snag 5 Ti. 
x [a letus ot | (xt + >) erf? 4 — 
x ! 
DO qectet qo ect p cec a. 
D T . oT 


Se pot integra in mod analog şi ecuaţiile (1.3.6) de or- 
dine superioară (n > 1), dar calculele se complică foarte 
mult. În schimb, după cum a arătat Katagiri [132, 133], 
este comodă reprezentarea acestor soluţii sub forma inte- 
grală. Tehnica folosită este similară cu cea întilnită in 
$ 1.1 dar, destul de importantă pentru a . merita să fie 
descrisă amănunţit de două ori. Mai intii să seriem ecua- 
tia (1.3.6 a) în forma 


d? d îi d (.d A d n > 
Eo 3S ED f ) -+ (e) — 2n t4 — I (v) 
dre \ dn dh A dr da 
(1.3.10) 


A49) = 4'E (amima o Mca A), 
' AAV ae dj dy/- 


unde 


Din definiţia polinomului lui — rezultă că functia 


1 js A 
Jul): = UD) "IS (n*)] 


este o soluţie particulars A ecuației omogene (1.3.10). 
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Atunci dacă se pune 


df, 
T = n à JI 1 a $- 
d g, Cn) FCn) (1.3.11) 


(1.3.10) se transformă în ecuația echivalență, 


d?r 2 dg, Y 6 ^ 
: i a + 24) om ae 
dy? Ja dn dig, 


Integrind această ecuaţie şi revenind la (1.3.11) 


rezultă, 
df, * exp(/2) ( 
Sle = guta) E (Vere er 90") Bln" ts" Jas. 
an IU Y aie) U "rer 


Efectuind aici o integrare prin părţi in final se obtine 


Ti 


n’ 
d = a(n) \ 20%" \exp (17) Gala") Bal’) da! dy” — 


(1.3.12 a) 
rom (a) | exp (1%) gan") E, (v!) awan” 
G(oo) : | Hosen cT 
0 0 
i 
fan) =| Jn dy’ (1.3.12 b) 
dy 


in care s-a notat 


Hn) = SPLAT), ata) =| Bonan., 
| JaC) ; 


Acum, prin cuadraturi numerice succesive din (1.3.12) 


se pot determina soluțiile numerice ale ecuațiilor (1.3.6). 
Astfel, Katagiri folosind regula lui Simpson a efectuat 
„aceste integrári pină la aproximatia de ordinul şase. Valo- 
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rile lui (d*/,/dy*),-0 sint prezentate în tabelul nr. 1.3 
şi ele servese la calculul trecării la perete care, în formă, 
adimensională, se exprimă echivalent prin formula 


C, Re? — xir] RN i = pr~1/2 fq 

i 29 \On? ga 20 n=0 dn? Jo 
unde ke = 2U«a|v. De aici putem, în particular, estima, 
timpul desprinderii stratului limită de suprafaţa, cilindru- 
lui, desprindere ce are loe prima dată în punctul de stagnare 
(din spatele cilindrului) la momentul (adimensional) 
t= 0,6439 sau t? = (0,322 a)/Ua. De subliniat faptul cá 
această valoare a lui t7 este destul de apropiată de cea 
determinată de Blasius [21] si Hayasi [107] pe cale ana- 
litică si, după cum se poate vedea din tabelul nr. 3.3, 
coincide cu cea evaluată numeric de către diferiţi autori. 


Tabelul nr, 1.3. 


Valorile Jui (d?f,/d7?), <0 


E 


tte Boke 


1,128379 | 1,007237 0,248086 0.614003 loso3iest co: 009578| : R 


1.3.2. Solutia pentru timpuri mari. Vom determina 
acum o soluţie asimptotică a ecuaţiei (1.3.2 a) care să des- 
crie structura mișcării din vecinătatea punctului eritie 
din spatele cilindrului pentru timpuri mari de la începerea 
ei. În acest caz Proudman si Johnson au arătat că deoarece 
grosimea, stratului limită crește rapid odată cu apariţia 
mișcării reverse, termenul víscos din ecuaţia mişcării este 
important numai în apropierea supratetei cilindrului iar 
cea mai mare parte a curgerii asimptotiee (pentru timpuri 
mari) este guvernată de ecuaţia mişcării ideale. Ei au 
determinat pentru această ecuaţie. o soluţie similară de 
forma 


F(y, t) = elf(y et) 
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$1 prin urmare variabila independentă din mişcarea exte- 


rioará este 4 = y e-' iar funcţia de curent corespunzit- 
toare acestei mişcări are expresia 


Yo = —(2v4 U)? “G(x, t), 


=} Scanned with OKEN Scanner 


in care G(y, t), folosind (1.3.1 b), este dată de ecuaţia 


cu condiţiile la limită corespunzătoare 


dG 


pua t) > e' dacă v, > oo sau y > oo 
7 


(1.3.13 b) 
pentru t fixat. 


În vecinătatea suprafeței cilindrului unde forțele 1 viscoase 
sint importante se serie funcţia de curent în forma 


y: = —( vg) g g(y, t) 


funcția g(y, t) satisfácind ecuaţia 


| 8 | : 22, 2 Az | | 
aS s. o eia E jj — £9 9 (13:14) 
oy? Cy? Ox 0y dy et 
şi condiţiile la limită interioare 
^ eg LE PP 
g = AY — 0 pentru y — 0. (1.3.14 b) 
y | | | 


Să presupunem că primul termen al dezvoltării exte- 
rioare este soluţia lui Proudman si Johnson 


Gin, t) = ePi). 
64 


Atunci, substituind această expresie (in 1.5.14), rezultă 
ecuaţia 


(y — 0) Py +1 — P? = 0 (1.3.15 a) 
J'y(o0) = 1 (1.3.15 b) 
cu soluţia 
" 2 
PF, = m — "3a — e-), (1.5.16) 


in care e este o constantă de integrare a cărei valoare se va 
determina puţin mai tirziu. Dacă se dezvoltă în serie in 

aport cu y mic soluţia exterioară (1.3.16) gi apoi aceasta 
se retranscrie în variabila interioară y obţinem 


Gn, t) ~ —y + ey? e*t — eye + O(e-%). 


Deoarece primul termen al dezvoltării este independent 
de variabila t înseamnă că aproximajia- de ordinul zero a 
soluției interioare este 


gY, t) = foly), 


unde din (1.3.14) rezultă următoarea ecuație si genou la 
Hmita pentru funcţia f, 


fe ffi -L4efe=o 
fo(0) = f0) = 0, foly) = —y dacă y > oo. 


Aceste ecuaţii, dacă se pune —f, in locul lui fo, des- 
scriu mișcarea staționară a fluidului în vecinătatea punc- 
tului de stagnare din faţă al cilindrului. Ele au fost PED ate 
numeric pentru prima dată de Hiemenz găsind fo 
= —1,2326 ... si atunci comportarea RAI 7a a 
funcției fo este 


to Mom y + 9 -+ exp, 


unde 3 = 0,6479 ... iar exp notează un termen care tinde 
exponential spre zero cînd y —:oo. Se poate aşadar con- 
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chide că dezvoltările exterioare și interioare se contiună 
in forma 


En, t) = e'Fy) + F0), oy, 0) = foly) + ee-tf i), 
care, substituite in (1.3.14 — 15), conduc la următoarele 
ecuaţii : 

(n — Po) By! + (289 +1) F, — FUE, = 0 

Fico) = 0; 

A" — fof’ + (2fo + 3f; — 

A0) = fi(0) = 0. 


De aici se obţine 


| 
o 


koc 


H 
P= A, EI 2d en) + Aie-""(1 — e-emy?-— - 
2 | sin (e7) 


În ~ aly? — 28y) + «1 + exp 


în care A,, Aj, a, Si a sint constante de integrare. Din 
condiția de racordare a celor două soluţii, interioară si 
exterioară, rezultă A, = —2ò + 74}, ag, =1 şi a} = 
= 1,7060, constanta Aj urmind a se determina prin rezol- 
varea, numerică a ecuaţiei (1.3.2). 

Procedind in acest fel se poate continua cu determinarea 
diferitelor ordine ale soluţiilor interioare şi exterioare. 
Totuşi, procedeul atrage după sine citeva dificultăţi : : pe 
de o parte datorită complexităţii calculelor iar pe de altă 
parte soluţiile nu sint-uniee, conținînd mai multe constante 
nedeterminate şi care se evaluează destul de anevoie. 
Robins şi Howarth au determinat aceste constante inte- 


grind numeric ecuaţia (1.3.2) folosind o schema implicită 


de tip Orank-Nicolson [57]. Astfel, ei au găsit e = 3,51, 
A, = —8,61 si Aj = —2,35. Acesti autori au determinat 
analitic primii trei termeni din soluţia exterioară G(«, i) și 
primii cinci termeni din soluţia interioară g(y, t) sub forma 


G(q, t) = eB (yn) + Fi) + e Fs) 
gly, 0) = foly) + c etf y) + 622 e732 fa (y) + 
+ e?e-?f (uy) + eL e-? fa (y), 
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unde 


11,02 e-en 19,38 e=% 
sin (e72) . sin? (e-ew?) 


F, = 19,79 — 
+ 49,77 e- + 8,02 (1 — e) log (1 — e-) 
Jz — 943 y?? + 3,04 y"? — 0,97 y-1/2 — 0,86 Y 
+ O(y-?!2) + exp 
fon ~ — 0,83 y? + 0,6479 y? + 5,6y + 2297 log y + 
T 1,1 + O(g) + exp 
fa ~ —2,2862 y + 1,1853 + exp. 


Acum tensiunea de trecare la perete se exprimă; prin 
rélatia: 


g (0, t) ~ fo'(0) + ce”! (0) + 03? e? 257, (0) + 
(1.5.17) 


+ 62e-2 3 +- et e-2 f24(0) 
şi este reprezentată, in fig. 1.12 prin curbele 
8, = fi (0), ST = S, + ee-tft'(0) 
f= Sy + o? ect fe (0) 
Sa = SF + ce? fao(0) + ote- flO). 


După cum lesne ne putem da seama din această figura 
pentru £z 3,25 există o concordanţă destul de bună între 
frecarea obţinută integrind numeric ecuaţiile (1.3.2) şi cea 
determinată analitic de formula (1.3.17). In plus, de aici 
rezultă cá frecarea se anulează, la momentul ¢ = 0,32 
cind începe mişcarea reversă, valoare care coincide cu cea 
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determinată de Proudman şi Johnson prin integrarea nu- 
merică a ecuaţiilor (1.3.2 a şi c). O discuţie mult mai de- 
taliatá privind fenomenul desprinderii nestationare se va 
face in cap. IV. 


Fig. 1.12. Variația frecárii 
la perete în raport 
cu timpul. 


Ib 


-Jĝ 


§ 1.4. Mișcarea adițională din vecinătatea 
punctului critic 


Problemele prezentate în paragrafele anterioare au dat 
o imagine destul de realistă asupra evoluţiei stratului limită 
în mișcările de stagnare care încep bruse din repaus. Cu 
toate că au fost efectuate numeroase cercetări in această 
direcţie, există, însă doar un număr restrins de studii avind 
ea obiect problema formării stratului limită pe corpuri 
care induc anumite modificări în mișcarea staţionară. 
Această, afirmație trebuie înţeleasă, în sensul că dacă la un 
moment dat t = 0 (initial) există deja un strat limită sta- 
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tionar iar corpului i se imprimă o mişcare suplimentară, 
atunci in jurul lui se formează încă un strat limita denumit 
aditional care-l completează pe cel vechi (existent anterior 
apariţiei mişcării adiţionale). Evident, problema este mai 
complicată decît cea în care nu există mişcări adiţionale 
deoarece eele două straturi, primar (existent la momentul 
iniţial) şi cel suplimentar (datorită mişcării adiţionale), 
interacționează între ele formind in final un strat limită, 
cuasi-stajionar sau chiar staționar. Amintim că, aceasta, 
idee se datoreste lui Sears (v. Rott [225]) si Watson [922] 
care au arătat că mișcarea unui fluid datorită unei variaţii 
impulsive a curentului exterior constă din suprapunerea, 
câmpului vitezei existent imediat înaintea impulsului $i 
creşterea, curentului exterior datorită stratului limita se- 
eundar foarte subţire format pe suprafaţa corpului. O aten- 
tie deosebită trebuie acordată în astfel de mişcări studiului 
interacțiunii stratului limită secundar (nestationar) cu 
stratul primar (stafionar). Prezentăm în continare citeva 
rezultate privind structura mişcării- din vecinătatea punc- 
tului eritie frontal al unui corp cilindric, presupunind că 
mișcarea, adițională are loo bruse sau accelerat. Peniru 
aceasta să observăm de la început că ecuaţia de continuitate 
și ecuaţiile lui Navier-Stokes (1.1.1) în aproximatiile teoriei 
stratului limită devin |v. 161 sau 239] 


a (au) + -2 (atv) ET CE EAE 
2 b. | , SEE 2 p 524 
MMC ANE TNR ENR as 
ot OL oy at + 0 oy” 

| | (1.4.1 b) 


1.41. Problema lui Watson [322]. Fie Oxy un sistem de 
axe cu originea, O în punctul critic al unui perete plan in- 
finit, axa Ox în lungul planului, iar Oy normală pe el. Să 
presupunem că iniţial există o migeare staţionară incom- 
presibilă către plan, viteza fluidului in direcţiile axelor 
(x, y) avînd componentele ulw, y) şi vl, y). Dacă U(r) = 
= ca este viteza curentului principal atunci soluţia ecua- 
filor (1.4.1) pentru cazul mişcării staţionare (0/0t = 0) 
plane (j — 0) are forma | 


4 


“= 02 f'n), 9, = —(ev)!? f(y), » = y(e] v) ^, 
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unde funcția f satisface ecuaţia 
| P" "V st =0 
cu condiţiile la limită 
f (0) = f'(0) = 0; f'(oo) = 1. 
Apoi, la momentul ¢ = 0, planul este pus bruse in mis- 
care cu viteza U( = const.) in direcţia axei Ox. Atunci, 
pentru î > 0 componentele (u, v) ale vitezei sint 


u = em f'n) + UF(n, x), v = — (ov)! f(x) 


in care + = cl. Substituind aceste relaţii in (1.4.1 b) re- 


zultă pentru funcția F ecuaţia 
—— + f——fr-==0, - (143a) 
? a ee TO ub 


care trebuie să satisfacă condiţiile iniţiale Și la limită, 
7+=0: F=0 pentru ,>0 
| ede ld c Qr stb 
720: F—1 pentru y —0; F —0 dacă 4 > oo. 
Accentul notează aici derivarea in raport cu variabila n. 
Watson a determinat soluţia analitică a ecuaţiei (1.4.2 a) 
pentru valori mici ale lui + sau pentru stadiul initial de 
mişcare al planului. Cu această soluţie se poate determina 
frecarea la peretele planului fiind dată de relaţia 
Ty = pe (ve) Paf" (0) + Up (ve)? = 1 
i à y=0 
unde g = f”(0) = 1,232588 ..., iar (—a@F/ay)yao are 
expresia, | 


oll 1 3« i 
(220) dye dea E 
=O n 


ÖN T 8 AV x 
= Mo 52 65 of T3 _ 189 7/2 4. 
80 r 768 3360 Vr 
3 1 ( 2 4 
Za RE 394 — pole 4. 93% 75 + O(xU/3). 
4096 12096 Vx 8192 
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. Ceva mai tirziu Rott si Rosenzweig [226] în scopul 
obţinerii unei expresii analitice pentru frecarea la perete, 
valabilă pentru orice interval de timp, au folosit un proce- 
deu de racordare arătind că per turbatia de la soluţia stării 
staţionare desereste exponential în timp. Pe de altă parte, 
Choudhury y si Drake [49] au stabilit o soluţie analitică care 
deserie tranziţia mişcării de la starea, iniţială nestationará 
către cea finală staţionară. Pe scurt procedeul și rezultatele 
lor sînt următoarele. Fie F transformata Laplace a funcţiei 
F în raport cu timpul 7. Din (1.4.2) calcule simple condue 
la ecuaţiile 


BP” + fF’ —f'F =0 (1.4.3 a) 
F(0, p) x 1/p, F (00, p) = 9, (1.4.3 b) 


in care p este variabila acestei transformări. Fie acum 
Dln, p) si P(n, p) două soluţii independente ale ecuaţiei 
(1.4.3 a). Dacă 4 — oo atunci f> n — ey + 0(n-?e-77?) și 
f’ 271+ Oly! e722) unde cp = 0,6479... astfel că, 
pentru 7 mare, funcţiile ®, si ®, au forma asimptotică 


Do g A e- i-e AC — «Q)-?-*, 4, ~ Bln — et. 
(1.4.4) 


Avind în vedere condiţiile la limită (1.4.3b), trebuie să 
luăm B = 0 și prin urmare soluţia căutată pentru F este 


c+i 
p Dan, p) .. 1 oe: 
P = Ss si Fln t= ett F (- do. 
p940, p) ^ ^ Br j (m P) di 


„ Ohoudhury și Drake au arătat că singularităţile funcției 
de integrat, eft " n, p) sint polii simpli p = 0 si p = —A,, 
^ = 0, 1, 2,...,unde A, sint mărimi reale si pozitive: 
Atunci avem 


F(n, 7) = 2mi V, vez. eft Fon, p). 
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„După mai multe calcule, acești autori au determinat pentru 
funcţia F(n, t) si frecarea  nestafionará la perete 
(2F'/0 n expresiile | 


f (v) T -À T 
rae T) — D Pas Une " p (2 Ia dy) ; 
| ro tă i 


(3) m UM (0) E y open”, 
N }n=0 (0) n=0 


(1.4.5) 


fü care 


A, = 2n — 0,4125 (2ny/? + 3,08506 — peor a of 
(2n)! 2n 


a 


00 | = 
i= -| hi | bo exp (Vas) an| : 
0 0 


Partea nestationara a profilului vitezei (4, t) este 
redată in fig. 1.13, pentru diferitele valori ale lui ~. 
Qurbele pentru + mic, pînă la + = 0,4, au fost calculate 
folosind rezultatele lui Watson, iar pentru timpuri mai mari 
decit 0,4 ele au fost determinate din dezvoltarea (1.4.5) în 
care s-au considerat doar primii trei termeni. Această 


Fig. 1.13. Partea nestaţio- 
nară a profilului vitezei. 


figură arată că în jurul valorii + = 0,4 soluţiile pentru 
timpuri mici, respectiv timpuri mari, sint într-o foarte 
bună, concordanţă. 


, 1.4.2. Problema lui Nanbu [181]. După cum rezultă 
din studiul precedent Watson, Rott si Rosenzweig, Chou- 
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dhury și Drake nu dau niei un fel de informaţii privind 
interacţiunea stratului limită secundar cu stratul pri- 
mar. În încercarea de a da un răspuns acestei chestiuni 
(comportării termenilor neliniari), Nanbu a considerat 
problema mai generală, și anume, că peste mișcarea plana, 
staționară a fluidului se suprapune, la un moment dat 
i = 0, o mişcare accelerată. Pentru început să introducem, 


aşa cum uneori se obișnuiește, mărimile adimensionale 


et = w[L, y* = Rey |, t* = Ut, u* = u[U, 
(1.4.6) 
pt = Re/?o[U, U* = U[U, Re= U, L[v. 


În aceste condiţii ecuaţiile (1.4.1) devin 


: (xiu) + sae (giv). ==: (1.4.7 a) 
: 2 
D > ac Dee ac e A aU ou 
dt OX oy at Ox dy? 
(1.4.7 b) 


unde pentru comoditatea serierii am lăsat la o parte steluța 
din aceste ecuatii. Notăm că în afara mărimilor a căror sem- 
nificatie fizică se cunoaşte, L si U, reprezintă o lungime, 
respectiv o viteză caracteristică a corpului. După cum a 
devenit clar din formularea problemei vom studia mişcarea 
de stagnare adițională accelerată şi prin urmare condiţiile 
iniţiale si la limită ale problemei sint 


t=0: u == ú, (w, yh o = 0 (8, y) 
t>0: u =v =Q pentru y = 0 (1.4.8) 
U — axl +- ah(t)| daca y — co. 


în care « intervine ea o constantă pozitivă, iar funcția 
h(t) este pozitivă pentru t> 0 gi, evident, A(t) = 0 pentru 
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t< 0. Tinind seama de cele precedente, putem scrie soluţia, 
problemei sub torma | 
uje =u" = f(y) + wt, y) | 
(1.4.9) 
v = —2)) + vy, y). 


Aici indicele zero notează mişcarea nestationará iar accen- 
tul derivata în raport cu variabila y. După citeva calcule 
din (1.4.7) si (1.4.9) rezultă următoarele ecuații diferențiale 
pentru funcțiile necunoscute f, Wo Si Vo: 


f"' --294f" 41 — f"? == 0 (1.4.10 a) 
f(0) = f'0) = 0; f(cc) —1; | (440 b) 
ig, se 0: (1.4.11 a) 
oy 
L R E ah + 2«h + «h? — 2f'uy — 
di oy” 
— Mo + 9 y lo. — f"vy — % duo (1.4.11 b) 
| dy - OY i. = 
t= +0: u = ah(4-0) pentru y>0 
(1.4.11 c) 
(20: Uy = 0$, O, dacă y —0 
ug = ahit) id pentru y > co. 


in care h = dh/dt. Rezolvarea numerică a ecuaţiei (1.4.10) 
a constituit punctul de plecare pentru o serie de probleme 
din teoria, stratului limită, cunoscindu-se mai multe metode 
pentru rezolvarea ei; ar fi suficient să amintim una, de 
exemplu, cea din [176]. | i 
Soluţia pentru timpuri mici. În acest caz o cale simplă 
de rezolvare analitică a ecuatiilor (1.4.11) este metoda apro- 
ximatiilor succesive a cărui idee de bază este descrisă in 
[161 sau 239]. Această tehnică, aplicată profilului vitezei 
din stratul limiti secundar, se bazează pe alegerea 
(1.4.12) 


Uy = oct, Vo — XVI, 
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unde funcţiile u, şi o, se determină din ecuaţiile 


u Quy 
QI ^ my a. 0, (1.4.13a, b) 
ol oy? y 


supuse condiţiilor initiale si la limită 
t= +0: u =A(+0) pentru y — 0 
t>0: 4, —7,—0 dacă y = 0 (1.4.13 €. 
u, > h(t) pentru y > oo. 
O observaţie interesantă este acea că simpla înlocuire 
a relaţiilor (1.4.12) în ecuaţia (1.4.11b) face ca termenii 


convectivi din membrul drept să se grupeze astfel 


a 2 
CUy __ OU, 


Gt . oy 


— gh + n — 2f' u, + ap -fa + | 
yo 


+ a2 G — U? — Y, L | 
oy 


si care atrage după sine 


Ug = xU, + «us + auz. 


Tinind acum seama de (1.4.11¢) şi (1.4.13a, c), obţinem ecua- 


{ule aproximatiilor de ordinele unu si doi pentru compo- 
nentele vitezei în stratul limită secundar, care se seriu 


o Sie gi (12,8) (1.4.14. a) 


t= +0: u;—0 pentru y20 
L0: u =0 dacă y —0 (1.4.14 b) 


U; —5 0 pentru y — oo 
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unde 
id If du, " 
Ja = 2h — 2f'u, + 24f—+ — fo, 
oy 
: i QU, 
oy 


Este de observat din aceste relații că aproximatia ws 
reprezintă viteza datorită interacțiunii stratului limită 
staționar cu cel nestationar, în timp ce 44 este independent 
de mişcarea staționară. Se pune acum problema găsirii 
soluţiilor analitice sau numerice ale ecuaţiilor (1.4.13) şi 
(1.4.14). Prima tentatie ar fi si determinăm aceste soluţii 
pentru cazul unei dependențe arbitrare de timp a funcţiei h. 
Din punct de vedere fizic este însă profitabil să aflăm aceste 
soluţii cînd h(t) are forma unui polinom, de exemplu, definit 
astfel h(t) = 1"? şi care, pentru n = 0, reprezintă o mişcare 
impulsivă, iar pentru n — 2, o mişcare uniform accelerată. 
Folosindu-se metoda transformatei Laplace, asociată cu 
citeva, manevre suplimentare de calcul, se poate prezenta, 
soluţia analitică a acestor ecuaţii în forma 


W= pp (1 -++ =] Fest, t) 
ð +n 
CĂ 2 27| yr -+ rp + + secon Sy 


= r(1 +=] Pras J 


u, = r(1 t) rong. — 6 — 


0 
y 
A mf" (n) Fay — Th t)} ay "Tr ME, a sg, t) f(n) d "t 
ò 
+ Faza, t) f(y) H may, DF (9) + 
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JP f(a) E ^» a(2 An — Y, t) E f (9) I^, +a(2 — 1, t) EX 
P nf" (n) Fu (22 — y; 0; dn — 


PAS Farsh $ y, t) — mf (n) Faan + Y, t) + 
0 


+ mfi) Pe so(2n + yt) F(a) Fues(22 + y, t) + 
+ mf” Fun + 3,0) d 


y eo 
od -2 42 eae Man 
ua = San ndn A-?exp( 2) (v z N, Í 
0 Nja"? 
E EE INE T A-2 exp (—22) 5, + y, t— 
"TC "ET. | N UE 
2 jo, 2 
TJ C E 2 39 E. i 
as) 97 gam nan prex Cmn — vt 
E appt 
2 | 
L5 JE 
42? 
Apoi avem 
Ou, ew rp E. >) ¿0—12 | r=) 
OY |y-o 2 2 
du, 


= 211 + — na Ny t) — 
^" A (2 | 2 wr mU 


s mf" (0) F nt aN) t) + mj) Fa(20 t) al în 
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œo œ : 
ðu, | 2 Us 
———— == —— d exp —}? ? E t a Ec dA 
y lo za | a p( ) a(x ree , 
0 Nyy tl? 


în care s-a notat 
m —2/-, gly) =1 =f + myf" 
Fit, y) = y exp (—y2/40)/2(x19)2 
Fit, y) = exp (—y?/4t)](xt) e 


F(t, y) = (20/2)-*i^-? erfe (yJ982), n > 2 


n T TEn ^^ | 
Ip (1 a = Fest, E pr. ri + Pra 2n 


LDP, a(t 0) ye - (14 1] pma MES) + 


a (1 = a Fest, n | 


simbolul T notind funcția gamma. Reamintim de asemenea 
relaţiile ag | 


ierte E = x71? exp (—£?) — E erfc £ 


2n i" erfe č = i"-2 erfe £ — 2 £i"-1 erfe E 
i” erfc (0) = 
In concluzie soluţia, în stadiul initial al mişcării adiţionale, 


calculată in aproximatia de ordinul doi, pentru viteza longi- 
tudinală, respectiv frecarea la perete este 


Ur = f'(y) + a(t, y) + auat, y) + augt y) (14.15) - 
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(1.4.16) 


| 
| 
ly=0 


Solutia pentru timpure mari. În acest caz rata difuziei 
balanseazi& rata convectiei, iar soluţia este uneori denumitá 
cuasi-staţionară. Pentru completarea soluţiei precedente cu 
cea a timpului mare de la începerea mișcării aditionale, folo- 
sim metoda lui Tokuda si Yang [300]. Aceasta se face intro- 
dueind variabilele l 

€ = Uy, Ut = Ula —1 + ahlt), (1.4.17) 
iar soluția este datà de seria 


ut = U*[G4(O) + mGi(%) + T206) + 
(1.4.18) 
TU «iG uc) Te 2 | 
unde : | 
de Ut  (na[2)t?— 
Dog? (Qa 


Ta, = 


2 


ir (neBynB —1)s3 , AU 
= ASA iar U = — ete. 
y+ a ae d 


Revenind la ecuațiile (1.4.7) si folosind (1.4.17, 18), obținem 


E LARR — G? +1=0 
| c 


2 


Gi —1 =0 
(1.4.19) 


GL LA WAG! + G/G,) — 20:61 — G5 — 


Gl’ 4- 25(G Gs’ + GG) — 2050, — G1 = 0 
Gi + WAG + G,G1 ++ 0704) — 2885 — 
— 26! — af 4 8t — 0. 

„Cititorul a observat poate că A (Č) satistace aceaşi ecuaţie 
si condiții la limită ca f(y), iar celelalte funcții împreună cu 


derivatele lor de ordinul unu se anulează în punctul C end 
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respectiv C = oo. Eeuatiile (1.4.19) au fost integrate numerice 
în [181] si [300]. De aici rezultă că pentru timpuri mari fre- 
carea pe corp este dată de relaţia 


apt E 2 m 
(3) = (1 + a| (7 326 4 0,2885 i me 
Oy Jy=0 1,3119 0,2595 


iat) B. d pane A | 
0,0187) ^ dye e zu cn] 


În continuare prezentăm un scurt comentariu privind 
acest tip de mișcare în cazul plan (j = 0) si « = 1, iar n = 
= 0,1 şi 2. Valoarea « = 1 înseamnă că pentru » = 2, viteza, 
mişcării exterioare este dublu impulsivá la t = 0, iar pentru 
n —1si2easedubleazá lat —1. Rezultatul muncii lui Nanbu 
este redat in figurile 1.14 —1.17 in care sint reprezentate pro- 
filele vitezei w* pentru mişcarea impulsivá (n = 0), respectiv 
uniform accelerată (n = 2), precum si frecarea la perete -,. 
Privind fig. 1.14 ne dăm seama că imediat după începerea 
mișcării (t = 0+) stratul limită primar (staționar) se com- 
porta ca şi eum el ar fi ideal iar în vecinătatea peretelui apare 
un strat de virtej foarte subţire care interacționează cu stra- 
tul primar şi el difuzează (pătrunde) în curentul exterior 
(ideal). In cele din urmă se formează un strat limită staționar 
care-l înlocuieşte pe cel vechi. Interacțiunea dintre cele două 
straturi este arătată în fig. 1.15 unde este dispusă partea 
nestationara a vitezei în cazul mişcării impulsive. De aici 
rezultă că, pentru timpuri mici viteza ,,depaseste’’ valoarea ei 
din stratul primar (lat = 0 +). Aceasta se datoreste în esenţă 
termenului u, care pentru ¢ « 0,1 este de trei pina la patru 
ori mai mare decit 14. In sfîrşit, fig. 1.16 dovedeşte că în cazul 
mișcării uniform accelerate (n — 2) viteza particulelor de 
fluid se schimbă treptat odată cu trecerea timpului. Pentru 
t = 1 profilul vitezei aproape coincide cu cel pentru t = co 
din fig. 1.14 ceea ce înseamnă cá la momentul i = 1 stratul 
limita deja devine cuasi-stationar. 

Urmărind acum variaţia frecirii la perete (tig. 1.17) 
observăm cá soluţia timpurilor mici (1.4.16) se racordează 
cu cea a timpurilor mari (1.4.20). Este de asemenea de 
notat că valoarea saltului imediat după începerea mişcării 
(la £—0--) depinde de natura ei, adică de valorile lui 
n. Astfel, relaţia (1.4.16) ne lasă să înţelegem ca la 
momentul t=o-- frecarea la perete este infinită pentru 
n=0, finită (= -x!7/[2) dacă nz1 şi zero cînd n>2. 
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Cazul problemei axial-simetrice (j = 1) se studiază în 
mod cu totul asemănător. Deosebirea constă doar în aceea 
că profilele din figurile alăturate vor fi deplasate putin în 

sus sau în jos. 

d În contextul problemelor discutate în acest capitol citi- 
torul interesat poate consulta cu foarte mare folos şi lucrările 
A&kovié [7], Cebeci şi alții [38], Curle [59], Kumarisi Nath 
[153], Lebon si alţii [156], Pop [210], Smith [264], Teipel 
[287] ete. 


0 Es. | 
0 19 20 y 3.0 
Fig. 1.14. Profilul vitezei pen- Fig. 1.15. Partea nestationara a vitezei 
iru mișcarea impulsivă. E -În mişcarea impulsivă. 


0 10 20 y 30 -01 0 04 02 03 04 
Fig. 1.16. Profilul vitezei pentru l'ig, 1,17, Frecarea la perete : — 
mișcarea uniform accelerată ; timpuri mici ; — — — timpuri mari > 
timp mie; — — — limp -—-+-—+-— mişcare cuasi-stafionara. 
mare, 
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Capitolul {I 


STRATUL LIMITĂ NESTATIONAR PE O PLACĂ 
PLANĂ SEMIINFINITĂ 


S 2.1. Consideraţii generale 


Problema stratului limită laminar nestafionar generat 
de o placă plană semi-infinità şi de grosime neglijabilă, 
care la momentul ¢ = 0 (initial) începe să se miste brusc 
din repaus în planul său cu viteza constantă U într-un 
fluid viscos incompresibil în repaus (sau placa este fixă 
şi fluidul porneşte brusc din repaus, direcţia mișcării 
principale fiind paralelă cu planul plăcii si normală la 
bordul ei de atac), este fundamentală în mecanica, fluidelor 
fiind intens studiată de peste 30 de ani. Aceasta din cauză 
că ea prezintă un exemplu ,,simplu’’ de aplicaţie a ecua- 
iilor stratului limita, iar, pe de altă parte, e importantă 
din punct de vedere practic. În acest caz nu există punct 
de desprindere deoarece aici dp/dz = 0, astfel încît avem 
un strat limită ,,veritabil . Apoi, unele metode de apro- 
ximatie vor pune mărimile găsite în cazul plăcii plane la 
baza calculelor; în plus, atit unele mişcări tridimensio- 
nale, cit şi unele mișcări compresibile, se caută a se reduce 
tot la ecuaţia fundamentală a plăcii plane. 

În ciuda numărului mare de lucrări dedicate acestei 
probleme fascinante, ea continuă să rămînă controversată 
datorită dificultăţilor practice de rezolvare a ecuaţiilor 
care guvernează mişcarea creată de placă. Formularea ei 
matematică conduce la singularitatea bine cunoscută a 
bordului de atae în vecinătatea căruia ecuaţiile stratului 
limită nu sînt valabile. Există si al doilea tip de singulari- 
tate, care pare a fi destul de ,,slabá" în raport cu alte sin- 
gularităţi matematice si căreia Stewartson [268], urmind 
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= (U[v vy'?, se poate serie în forma, 


wn, t) = lo erf (¢/2) pentru 0  « —1 


C 2.1.2 
U erf (4/2) pentru «1. l ) 


Această soluție indică existența unui timp finit t = 
= U(t = 1) pind la care mişcarea este „inconstientă” 
de prezența bordului de atac sau marginei principale a 
plăcii şi ea este descrisă de soluția problemei lui Rayleigh 
ca şi cum placa ar fi infinită. Prin urmare pentru t — a[U 
(* <1) avem soluţia timpurilor mici (Rayleigh) cînd 
transferul (difuzia) particulelor de fluid în direcția nor- 
mală la placă predomină în raport cu convectia lor in lun- 
gul plăcii. Dimpotrivă, pentru t > v[U(« >1) viteza devine 
independentă, de timp iar mișcarea, nestationará tinde să 
se stabilizeze în cea corespunzătoare stării staționare stu- 
diată de Blasius sau altfel spus soluţia obţinută este cea a 
timpurilor mari cînd convectia fluidului predomină în 
raport cu difuzia lui. 

Din (2.1.2) rezultă că deşi viteza u $1 derivatele sale 
în raport cu timpul sint continue in punctul + = 1 această 
soluţie nu se prelungește analitic în cele două regiuni de 
mișcare delimitate de dreapta t = 1. Tinind seamă de 
această situaţie, ireală din punct de vedere fizic, precum 
şi de faptul că tranziţia mișcării de la starea nestaţionară 
la cea staţionară trebuie să aibă loc in mod continuu, 
Stewartson a concluzionat că pe linia + = 1 există o sin- 
gularitate în ecuaţiile mișcării pe care a numit-o esenţială 
(singularitatea lui Stewartson) si căreia i-a dat o expli- 
catie matematică plauzibilă ; prin intermediul ei mişcarea 
nestationara se racordează continuu cu cea staţionară. 
Pentru analiza care urmează să reținem că Stewartson 
a studiat natura soluţiei numai pentru t — 1 si t = co. 

Cu toate că cercetările ulterioare referitoare la această 
„problemă, sau a celor înrudite ei, sînt numeroase (v. Schuh 
[242], Oudart [190], Rozin [228], Cheng [46], Cheng si 
Elliot [47] ete.), totuşi n-au fost depistate trăsături noi 
care să schimbe substanţial concluziile lui Stewartson. 

plus o teoremă de unicitate enunțată de Lam si Crocco 
[154] cu privire la mişcare din regiunea de tranziţie pare 
să sprijine valabilitatea soluţiei lui Stewartson cu singula- 
ritate esenţială în t = 1. Dacă este aşa, atunci pina. la 
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punctul de singularitate + = Í soluţia lui Rayleigh este 
soluţia exactă a problemei mişcării plăcii plane semi- 
infinite iar după acest punct soluţia exactă este cea a lui 
Blasius. Se ridică întrebarea firească cum se realizează, 
trecerea de la starea nestafionara (Rayleigh) de mişcare 
la cea corespunzătoare staţionară (Blasius). La această, 
întrebare, după cum vom vedea, s-a răspuns folosind 
atit procedee analitice cit şi numerice de rezolvare a ecua- 
ţiilor (2.1.1). Deocamdată se mai face următoarea obser- 
vatie. Aşa cum rezultă din lucrările lui Blasius, Goldstein 
şi Rosenhead, Watson etc. studiul mişcării nestationare la 
numere Reynolds mari (in aproximatiile teoriei stratului 
limita) a unui corp cilindric într-un fluid viscos incompre- 
sibil se poate face utilizînd o dezvoltare în serie după pute- 
rile timpului t suficient de mic. Conform acestui procedeu 
frecarea în perioada iniţială pe suprafața obstacolului, 
care porneşte brusc din repaus, este data de formula 


au aye P 4 \ dU 
(52) = JE oD) fı +(2 23 da + d 
deg | (2.1.3) 


in care U(x) este viteza mişcării exterioare stratului 
limita. 

Pentru placa plană semi-infinit& pornită brusc din re- 
paus această expresie nu dă rezultate corecte. Într-adevăr, 
în acest caz avem U — const. şi termenii seriei (2.1.3) devin 
zero înafară de primul care reprezintă soluţia problemei 
lui Rayleigh. Prin urmare procedeul dezvoltării in serie 
după puterile timpului mic este inadaptabil la cazul plăcii 
plane semiinfinite care porneşte brusc din repaus. Să ne 
indreptám acum atenţia asupra comportării mişcării cînd 
intervalul de timp trecut de la începerea mişcării impul- 
sive a plăcii este mare. După cum s-a văzut mai sus, in 
acest caz mişcarea trece într-una peste tot staţionară. 
Aici din nou nu se pot determina soluţii sub formá de se- 
rie după puterile lui 1/7 deoarece dispar toţi termenii cu 
excepţia primului care reprezintă soluţia lui Blasius. În 
acest caz Stewartson a sugerat o soluţie posibilă cu o sin- 
gularitate esenţială pentru + = oo. Kelly [143] a arătat 
că o situație similară apare chiar şi pentru corpuri cu bord 
de atac rotund. În plus analiza lui Stewartson pentru 
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placa plană $i cea a lui Kelly pentru corpuri cilindrice 
arată că aproximarea stării staţionare de mișcare (tim- 
puri mari) este exponențială. Aceasta se pare să indice 
cá indiferent de forma corpurilor in mişcare impulsivá 
nu poate exista o soluţie analitică sub formă de serie de 
puterile timpului mare. Dacă însă corpul începe continuu 
mişcarea, de exemplu uniform accelerat, atunci o astfel de 
soluţie există dar dezvoltabilă după puterile inverse ale 
timpului mare. De menţionat că Cheng, respectiv Cheng 
și Elliott au determinat soluţii de acest gen pentru placă 
iar Tokuda și Yang pentru miscarea din vecinătatea, 
punctului critic din fata al unui cilindru circular. Rezul- 
tatele lui Tokuda si Yang pentru mişcarea de stagnare cu 
acceleraţie constantă arată că soluţiile serie pentru tim- 
puri mici, respectiv timpuri mari se racordează neted cu 
soluția pentru timpuri intermediare fără ca în aceste so- 
lufii să apară singularitáti. Dar, în cazul plăcii nu s-a dat 
o explicaţie satisfăcătoare privind originea diferenţei în 
comportarea soluţiilor pentru timpuri mari ale celor două 
tipuri de mișcări, impulsivă și uniform accelerată. 

Considerind corectă concluzia lui Stewartson privind 
cele două regiuni de mișcare a fluidului viscos pe placă, 
Lam $i Crocco, respectiv Akamatsu [1] au stabilit soluţii 
numerice și semi-numerice care se racordează continuu 
cu soluţiile lui Rayleigh și Blasius. Lam si Crocco au trans- 
format ecuaţia mișcării într-o ecuaţie cu derivate parţiale 
de ordinul doi scrisă în variabilele lui Crocco pe care apoi 
au rezolvat-o numeric printr-un procedeu iterativ inte- 
gro-diferential. Astfel, ei au obținut o soluţie aproximativă 
rezonabilă care converge în jurul iteratiei a 14-a, si se pare 
că diverge după iteratia a 18-a în special aproape de re- 
giunea singulară t — 1. În schimb Akamatsu folosind 
metoda lui Meksyn [169] a determinat forma asimptotică a 
soluției din regiunea de tranziţie (Rayleigh-Blasius), 
adică 1 < 7 < co. Aceste evaluări arată din nou că starea 
de mișcare staţionară (Blasius) se aproximează în mod 
exponential. Analiza lui Stewartson pentru placa plană a 
fost generalizată de Smith [262] la cazul mișcării echi- 
valente peste un diedru ajungindu-se la concluzii similare 
cu ale lui Stewartson. 


Ceva mai tirziu, Tokuda [301] a făcut o anumită incer- 
care de a se manevra cu evitarea singularitátii lui Stewart- 
son pentru placa plana. Asttel, bazindu-se pe consideratiile 
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teoriei virtejurilor (v. Batehelor [15]) el a introdus coor- 
donate ,dilatate" de tipul (1.2.7) prezentind soluţia pro- 
blemei sub tormă de serie de puterile timpului gi a arátat, 
contrar eoneluziei lui Stewartson, că există o soluţie anali- 
tied în regiunea de tranziţie (t = 1). Tokuda considera, 
ă mişcările Rayleigh, Stokes şi Blasius se caracterizează, 
după cum urmează 


Rayleigh: — Ae[* > 1, m «1, 5 = O[(vt)!*] 
Stokes : Re/t « 1, Re < 1, 9 = O(z) | 
Blasius : -»1, Res 1, ò= 0[(U/ vr) 


unde Re = Uz]|w este numărul lui Reynolds, iar 5 grosimea 
stratului limită. De aici rezultă, de exemplu, că pentru 
Re mic fixat, mişcarea se schimbă dela cea de tip Rayleigh 
la cea de tip Stokes după cum + < 1 sau t > 1. Analog 
pentru Re mare fixat schimbarea este de la regiunea 
Rayleigh la cea de tip Blasius. Cele de mai sus sînt pre- 
zentate schematic in fig. 2.1. | 

Dar, aşa cum de obicei se procedează la ivirea unor 
erori intimplátoare comise de un autor, acestea fiind co- 


PAR 


{J 
— oe 
| | 
—— regiunea | regiunea Rayleigh | 
Blasius | GX] 
———— 5:1 | X,$ 
| | = a” | 
regiunea G=1.0 | 
Stokes 
t 
Re<<1 L4—— domeniul stratului limită Re >> 1 al 


Fig. 2.1. Modelul fizic al problemei plăcii plane semi-infinite. 


rectate aproape întotdeauna destul de repede, şi în cazul 
lucrării lui Tokuda a fost arătat de Brown $i Stewartson 
(v. Tokuda) [301 ]) că o parte din concluziile ei nu sint ade- 
virate. Se pare totuşi că nu există o greşeală de concepţie 
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în lucrarea lui Tokuda atit doar că rezultatele numerice 
prezintă o acurateţă redusă. În particular, nu eunoastem 
daca această lucrare a fost reconsiderată de însusi autorul 
ei sau de altcineva. In schimb Smith [263], a demonstrat 
existenţa unei soluţii analitice valabilă pe toată, regiunea, 
stratului limiti şi care posedă o singularitate esenţială 
în 7 = 1; această soluţie este în acord cu cea a lui Ste- 
warston de la frontiera exterioară a stratului limită. Să, 
notăm că ideea coordonatelor ,,dilatate” a fost exploatată, 
independent de Tokuda, si de către Slavcev [260] care a 
generalizat problema diedrului considerată de Smith. 
În fine, pornind de la forma integrală a ecuaţiilor stra- 
tului limită, problema lui Stewartson de determinare a 
singularitatilor esenţiale a fost reconsiderată si de Tani 
si Yu [284] presupunind cá placa se mișcă cu viteza 
c(e, n> 0). Tranzitia mişcării de la soluţia timpurilor 
mici (starea nestationará) la cea a timpurilor mari (starea, 
finală staţionară) este realizată prin intermediul unei 
serii care începe cu o putere fractionará. - 

Trebuie să spunem că un pas important în rezolvarea 
problemei mişcării plăcii l-a constituit soluţiile numerice 
propuse de Dwyer [75], Hall [101], Dennis [66], Ingham 
[120], Tadros şi Kirkhope [278] ete. obţinute folosind 
fie metode cu diferente finite fie metoda elementului fi- 
nit (de tip Galerkin). Astfel, Dwyer considerind o reţea, 
foarte fina de integrare afirmă că nu apare nici o dificul- 
tate cind se trece prin punctul + = 1 si prin urmare com- 
portarea singulară întilnită în soluţiile analitice trebuie 
atribuită folosirii aproximatiei Oseen. Aproape în acelaşi 
timp, Hall a prezentat o metodă bazată pe o schemă cu 
diferente finite de tip mixt (explicit — implicit), obtinind 
prima soluţie completă pentru problema mişcării de tran- 
zitie peste un segment al plăcii plane semiinfinite care por- 
neste brusc din repaus. Metoda lui foloseste o schemă 
pentru îmbunătăţirea condiţiilor de pornire (start) care 
se bazează pe calitatea similaritatii mişcării. 

Din aceste soluţii numerice rezultă că tranziţia de la 
soluţia, Rayleigh la soluţia, Blasius este continuă si rapidă, 
lar pentru scopuri practice se poate considera că pind 
la + = 2 (ordin de mărime) nu există o deviere apreciabilă 
de la soluţia Rayleigh în timp ce soluţia Blasius este atinsă 
pentru t = 4. Prin urmare faptul că influenţa bordului 
de atac al plăcii este atît de tirziu remarcată pe suprafaţa 
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ei, reprezintă un bun temei pentru a presupune existenţa, 
unei singularităţi pe linia t — 1. In plus, cu toate cá 
formula (2.1.2) arată că 0u/0x şi prin urmare componenţa, 
vitezei în direcţia normală la placă v au o discontinuitate 
finită in t = 1, Dennis a arătat numeric că v este continuă, 
în = = iar trăsăturile generale ale soluţiei sale numerice 
în vecinătatea lui t = 1 sint compatibile cu natura sin- 
eularităţii esenţiale a lui Stewartson. 

În sfirsit, a rămas să precizăm că studiul mişcării impul- 
sive a unei plăci plane semi-infinite nu este doar un exer- 
ci(iu pur teoretic ci are o interesantă şi importantă apli- 
catie practică în legătură cu tubul de şoc. Astfel, să notăm 
cu linie punetatá particulele de fluid din camera de înaltă 
presiune a unui tub de soc şi cu linie continua cele ale 
camerei de joasă presiune (v. fig. 2.2 a). După ce tubul 
s-a pus în funcţiune apar unda de şoc şi suprafaţa de 
contact, care se deplasează în regiunea de joasă presiune, cit 
şi unda de expansiune ce se mișcă în sens opus (v.fig.2.2b). 
Acest fenomen conduce la formarea pe pereţii tubu- 
lui à unui strat limită, strat care prezintă trăsături simi- 
lare cu cele ale problemei lui Stewartson. În regiunea 
dintre frontul undei de şoc şi suprafaţa de contact (re- 
giunea S) cit si in regiunea, dintre frontul undei de expan- 
siune şi poziţia diafragmei (regiunea 0), stratul- limită, 
privit din sistemul de referinţă legat de unda de şoc sau 
unda de expansiune, este staționar şi el se poate calcula 


Presiune __ 
mică 


© 
Diafragmă A Fig. 2.2. Schema stratului limită 
format pe pereţii tubului de şoc. 
(b) « 


Unda de Stratul 
expcrsiune limită 


din condiţia că vitezu la perete este diferită de zero. Acest 
procedeu de calcul nu se aplică st atului din regiunea inter- 
mediari situată între suprafața de contact §1 poziția dia- 
fřagmei (regiunea I) unde structura lui este diterită la 
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„capetele acestei regiuni. În particular, el prezintă o singu- 

laritate de tip Stewartson, localizată pe suprafata de 
contact care traversează stratul limită, 

Amintim că studii valoroase privind problema, stratului 
de soe indus pe o placă plani semi-infiniti au fost elabo- 
rate de Davies (v. Koob si Abbott [145], Ban si Kuerti [11], 
Walker si Dennis [311] ete. Dar diferenţa, fizică, între pro- 
blema plăcii plane şi cea a tubului de şoc este că în timp 
ce odată eu începerea impulsivă a mişcării plăcii se gene- 
reazi pe toată lungimea ei un strat de virtejuri (turbioane), 
în eazul tubului de soc acest strat se formează numai pe 
aceea porţiune a pereţilor peste care a trecut unda. Rott 
[225] afirmă că dacă unda este foarte puternică atunci 
cele două probleme sint identice. Tot pe această linie 
Davies a observat apariţia unei tranzitii turbulente în 
stratul limită nestationar pe pereţii tubului de soc, tran- 
zitie care apare prima dată în punctul în care grosimea, 
stratului limită este maximă, adică în regiunea de racor- 
dare a mişcării Blasius cu cea de şoc indusă. Astfel, 
pentru studiul teoretic al evoluției mișcării pe o placă 
plana semi-infinită pornită bruse din repaus trebuie să 
stim care dintre regiuni, de racordare sau Rayleigh, are 
grosimea mai mare. Koob si Abbott sint de părere că re- 
giunea Rayleigh este totdeauna regiunea cea mai groasă 
a mişcării viscoase. 


Ş 2.2. Mişcarea în apropierea bordului - 
. de atac al unei plăci plane 


Diserepantele observate intre teorie si rezultatele ex- 
perimentale cu privire la mişcarea unui fluid viscos peste 
o placă plană provin, pe de o parte, din faptul că în calcule 
8-a presupus placa de lungime infinità, iar, pe de altă parte, 
din cauza ipotezei că stratul limită începe chiar de la bor- 
dul de atac ‘sau marginea principală a plăcii 2=0 unde 
aproximatiile teoriei stratului limită nu sînt valabile 
(v. fig. 2.1); in realitate perturbatia produsă de placă se 
manifestă, și înaintea acestui bord (regiunea Stokes). Este 
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prin urmare clar că mişcarea fluidului în vecinătatea. bor- 
dului de atac al plăcii i un studiu special si este necesar 
să se folosească alte aproximatii (metode) decit cele ale 
teoriei stratului limită, 

În contextul cercetării miscárii unui fluid viscos incom- 
presibil peste o placă plană semi-infinită, care pornește 
bruse sau accelerat din repaus, Yoshizawa [350 —354] a 
studiat comportarea soluţiilor analitice şi numerice obfi- 
nute si în regiunea Stokes eit si în imediata vecinătate a 
bordului de atac al plăcii » = 0. Astfel de soluții analitice 
in această regiunea au mai fost obținute, printre alții, 
şi de Rozin [228], Smith [263] etc. În cele ce urmează 
vom prezenta citeva din ideile şi rezultatele lui Yoshizawa 
în această direcție. 

Eliminind presiunea p(z, y*, t*) din ecuaţiile lui 
Navier-Stokes (1.4.1) atunci prin intermediul functiei de 
curent d* si virtejului —o*(=V* x V= *) acestea se pot 
serie sub forma 


go" E 9o* BYF — 0o" AF _ vA*o* (2.2.1 a) 
at dg” ká dy* 0a* 


2? 2? 
EP ay* 


Ay = oF, (a= = ) (2.2.1 b) 


în eare (x*, y*) sint coordonatele carteziene cu originea 
în bordul de atac al plăcii, situată în lungul axei pozitive 
4*, Condiţiile la limită ale problemei sint 


yea 29 


= —— = 0 pentru pt =0, at >0 
Q5 = w* = 0 pentru y* = 0, a*®<0 (2.2.1 c) 


QU" z "LM ope uu. FA 
—— + U dacă wë — o0; —— — U dacă y* — oo 
day gy” 


WE — pë dacă gt — oo, 
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in care Va este solutia lui Rayleigh pentru placa plan} 
infinită, Inroducind mărimile adimensionale 


y= a* (vo, y = y*[(vt))?. S = U(t| vy? = Rel", 
F= een Qo = = @/U (vt) 1? | 


unde Re, — AU?|v este numărul lui Reynolds ,,nestatio- 
nar", ecuaţiile si condiţiile la limită (2.2.1) devin 


+ 8 Nc: Ker ES (2.2.2 a) 
cy Ov ox Oy Srta 
AY =o; (2.2.2 b) 
OY = OE S 0 pentru y = 0, xv >90 
oy (79 MN 


v = o=0 pentruy=0,2<0 . (2.2.2 co) 


| oth dacă g > — ©; gp cu tack a, e 
ae a z 


Y YF, dacă z> oo. 


Pentru stadiul initial al mişcării (¢< 1) cînd S este 
mic se dezvoltă funcţiile « si Y în serii de puterile lui 8 


" t + 


OL, Y, 8) = Y O,(2, y) 


n=0 


F(z, y, 8) = Y Y. (æ, y)S", 


n=O 
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în care primele două aproximatii satisfac ecuaţiile 


1 f o | Qc 1 
Aw, + — [4 ——- Jg me | +b oa = 0 2.2.4 ay 
0 71 2a Yy dy. | 9 < 0 ( ) 


AT, = o (2.2.4 b) 


1 ; UT. 
JL —0 pentru y =0, 9 
oy 


Fo =o =0 pentru y =0, 2<0 (2.240) 


QV Ş ap az" : 
£ acă g> — oo; — —1 dacă y > œ 


oy a 3i 89 


T, EE dacă $ — oo, 


solutia tai Rayleigh fiind dată de | ze 


Ya = y eri(y/2) 4- — (e^? — 1) 


Aw, tb 1 MI 9T, Bay _ 


09. 5 Y Oy Ög 
VS 9T, dop (2.2.5. a) 
‘Ou ` OY 
AY, = (01 (2.5.5 b) 
TES Ps P" ui à; | 
Y= —— = 0 pentru y — 0, v» 0 
oy 
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aye OF 
A. — 0 dacă, Jp - 00) — 5 0 dacă y — oo 
Cy oy v 


VY, 20 dacă y > oo. 


Se vede clar că determinarea, soluţiilor analitice exacte 
ale ecuaţiilor (2.2.4,5) este o problemă dificilă. Yoshizawa 
[352] a arătat cá dacă se introduc coordonatele parabolice 
(5, m) legate de (x, y) prin relaţiile 


PA. NN 
OLE (e bot) n y = 
Li x | 
MA — Y) 8 y= kr, (2.2.6) 


atunci se pot stabili soluţii asimptotice ale acestor ecuaţii 
in vecinătatea bordului de atac al plăcii (æ mic). Astfel 
în variabilele £ si $ (conjugata lui %) funcţia w are expresia 


o = yz + 8) + i dt + C) -E aet 3 


+ C + alt? + 72] + O( GI) + 8 [jg + £3) 4 
plato + Lidet + cie — alte E) + 
TC +B) + Clog? — Flog + 2(¢? log 4 — 


— oet] + Ba ree + Pe at tl] + odii 


A a EM " p 
în care 4, sint coustante necunoscute. O expresie analoagă, 
dar mai complicată are si funcția V. 
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Se poate acum calcula coeficientul frecării pe placă 
C, = uo*(v, 0, î)/pU? fiind dat de relația 


4 1 | | 
SC, = Me -1/2 -}- dog? m 16 «(d -|- n)? -|- O( 7°!) -I- 
A.U 


7T i a 
+ S| av? + aat — — ay -- —a,(1 a), | 
| 16%; 16 al 7) 
(2.2.7) 


Egalind această expresie a lui C, cînd S — 0 cu cea din 
soluţia lui Stokes pentru vecinătatea bordului de atac al 
păcii (v. Yoshizawa [350]) se găseşte a, = 0,651, celelalte 
constante raminind nedeterminate. 

După cum arată Yoshizawa este mult mai eoad de 
rezolvat numeric ecuaţiile (2.2.4a şi b) urmind, de exemplu, 
metoda diferenţelor finite. În acest scop este de preferat 
să se lucreze în variabilele parabolice (£, n) definite de 
relaţiile (2.2.6). Dar, în virtutea dezvoltării (2.2.7), bor- 
dul de atac al plăcii este un punct singular al domeniului 
mişcării în vecinătatea căruia metoda, diferenţelor finite 
nu se poate folosi cu aeuratetà suficient de bună. În sco- 
pul evitärii acestei singularitati Yoshizawa introduce func- 
tiile 


= (E? + moop E = (E2 + mos 


astfel că ecuaţiile (2.2.4,5) devin 


(E2 + 2) At += [EE X 56 — * — 1087-32. + 


TERRENI. nas 
ETE + m — 169] ea = 0 (2.2.8 a) 
4 01 


AW, = Co (2.2.8 b) 


: k Aum 
Yo m vs — 0 pentru y = 0 
ON | | 
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V, = % =0 pentru £ — 0 


aW, 
OY 


—£& 0,0 dacă y oo 


(2.2.8 c) 


1 
^ Fu - v 
Pi > Pa, Go > ~- on dacă £ — oo; 


" 5 


(E + y®)AG + Ue T n) — 168] E ES 
ra La aper Tu le eee: 
Tu Lat? rm — Ms adere (Ee + 1] 8, = 


— eee 


(Pa i| a PY, ay 27] at, yu 
P + on 06 06 i] 


MEI AAC € e e ve (290: 
| | AW ne rv. (2.2.9 b) 
y= Oro pentru +20 


Y — č —0 pentru £—0 | 
dei (2.2.9 c) 


21r wc dacă y — oo 
Qu ' 


V, 5 70 dacă & — oo. 
Pentru scrierea ecuaţiilor (2.9.8 a gi b) gi (2.2.9 a si b) 
in ecuații cu diferente se consideră reţeaua 0 < E < mh, 
0 x & < nh, unde h este pasul acestei reţele iar m şi n 
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sint numere întregi. Pe această reţea se construieşte o 
schemă de calcul care lent ga valorile soluţiei căutate în 
cinci noduri după modelul din fig. 2.9. Astfel, după citeva, 
calcule rezultă ecuaţiile 


Fig. 2.3. Schema reţelei de 
aproximare. 


(aat dp SE x FP + CP e Pe oe 


+35 Aa pe ise — qui 


tapa — 1610 — 2) (22.102) 


pe > ne pO we wp m GO. (2.210 b) 


2 1 2 A J h? 2 + | 110) — L 1 o 
pm Mp (ur ma = = ae pw 


P- 89-09) -- — ELE + nt)? - 16) — qi) + 


2p 42? — 16](6 — 4) — 


— | TA 
—4g 0 t LEO — YD —W- 


1t 
— (EP — PPEP — G] + [eon — FP) — 
se x (fes Mj qug oen (2.2.11 a) 
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sint numere întregi. Pe această reţea se construieşte o 
Schemă de calcul care leagă valorile soluţiei căutate in 
cinci noduri după modelul din fig. 2.3. Astf el, după cîteva, 
calcule rezultă ecuaţiile 


l'ig. 2.3. Schema reţelei de 
aproximare. 


79 | 2 | 0 1 
(E eot — yep maple tX M de unde 
h | 
+ oy AEE + eye — ED) — d» 
h i TER 
EGER — 16 ep — 9) (22102) 


1 c TI 3 xg 7 : 
VP = (YP + PP + YP 4 WH) — =; (2.2.10 d) 
ZE RE Y Vr ca ama (ys 1 i 2 
(Sr mt = UG nt + 
| : he. 
+ GP + G4. 6M) a ELE + n?) —16y (C09 — By + 


a; MLE? + s — 1616P — qt — 


! 89 
1 22 2 u^ (3) Ap (1) (2) (4) 
T git + 4) (CEG — VT (es — Gf") — 


— (PP — POT — a + + LEGI — wi») — 
= (PP — PEEP o voe (831 a) 
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1 
yo — — à (pO 4- Pe + Ye) + io) - gp, (2.2.11 b) 


in care indicii superiori (0), . ; (4) notează valorile fune- 
tiilor in punctele corespunzătoare ale schemei din fi Ig. 2.3. 
Sistemele de ecuaţii (2.2.10, 11) se integrează folosind 
şi condițiile la limită (2.2.8 c) $i (2.2.9 c) în care funcţiile 


ONE 0)/dn= 9 (5, 0)/0:5—0 se. pot; substitui prin relaţia 
(v. Yoshizawa „1353 31) P elatia 


OSs 0) -fve h) IU 22 (2.2.12) 


În practică pentru rezolvarea, sinbéntului (2.2.40) pe 
caleulator se urmeazá etapele : 


(A) Se dau valorile de start (pornire) ale funcţiilor 


Fo şi (o în nodurile reţelei; 

(B) Pe linia v = h se C E MEI aceste valori ale lui 
Yo şi C, integrind ecuaţiile (2.2.8 a şi b); 

(C) Se aplică procedeul (B) de la 1 = 2h pos la 4 = 
—(n-—1); . | 

E Valorile lui £ Co pe lcd se corecteze cu relaţia, 
(2.2.12), iar cele ale lui ¥, pe linia » = nh se inlocuiese 
cu valorile lui F, de pe linia m = (n — 1)h obţinute din 
condiția 9F,/2x > & pentru 7 — co. 

Procedeele (B) — (D). se. repetă pin’, cînd calculele 
converg suficient de bine. În continuare se determină solu- 
tia numerică a ecuaţiilor (2.2.11) urmînd aceleaşi etape 
dar cu observaţia că soluţia determinată a sistemului 
(2.2.10) se înlocuieşte în membrul drept al ecuaţiei (2.2.11 a). 

În această formulare ` coeficientul de` frecare C; se 
exprimă în forma 


C, = S10 + OP + AS) pentru S 20, (2.23) 
unde C? = (w, 0) si Of? = e,(v,[0). Valorile lui CP 
și C se prezintă in tabelul nr, 2.1, Pe de alta parte, stu: 


tia finală staționară cînd S este mare se poate serie astiel 
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C; = 


A :(1. 

x co cy) 
0,005 9,2054 ~ 0,9725 
0,002 4,0145 ` 0,4838 ` 
0,045 3,0902 0,3190 
0,080 2,3328 0,2347 
0,125 1,8823. 0,1825 
0,180. . 1,5854 0,1641 : 
0,245. 11,3704 |. .0,1187 
0,320 1,2225 0,0970 
0,405 1,1054 . 0,0791 
0,500 . 11,0141 0,0640 — 
0,605 10,9418 .0,0510 - 
0,845 0,8464 0,0300 
1,125 0,7661 0,0143 
1,445 .70,7182 ^ 0,0032 
1,805 | 0,6852 — 0,0040 
2,205 : 0,6618 —0,0080 
2,645 0,6448 —0,0096 
3,125- 0,6316 —0, 0095 
3,645 0,6208 —0,0086 - 
4,205 0,6112 —0,0074.. 
4,805 0,6024 —0, 0060 
5,445 0,5938 . —0,0047. 
6,125 0,5849 —0,0034 
6,845 0,5750 —10,0021 
8,000 0,5642 — 0,0000 


Tabelul nr. 2.1. 


Valorile lui Cy’ și ay’ 


0,332 ai? S-12 (Blasius 1908) pentru æ ,mare 
, (2.2.14 a) 
0,374 x-4 So: (Yoshizawa 1970) pentru z mic 


(2.2:14 b). 


În fig. 2.4. se prezintă evoluţia lui C, în vecinătatea 
bordului de atac al plăcii, æ = 0,005, imediat după ince- 
perea mişcării ei. Se arată de asemenea si soluţia stării 
finale staţionare (2.9.14 b). Se vede de aici că tranziţia 
mișcării de la starea nestaţionară către cea finală stafio- 
nara se realizează foarte rapid. 

Trebuie notat că rezultatele lui Yoshizawa sint vala- 
bile numai pe intervalul 0 x S < 10, cind seriile (2.2.3) 
converg, iar pentru S> 10 este necesar Sit se integreze 
numerice direct ecuaţiile (2.2.2). — 
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Ale 


S Ct 


Fig. 2.4. Varialia Írecárii 
in vecinătatea bordului de 
atac al plăcii (x'— 0,005). 
ecuația (2.2.13) ; 
~= — ecuația (2.2.14. b). 


S 2.3. Problema plăcii plane semiinfinite 
in regiunea stratului limità 


(i) Metode semianalitice. Este de la sine înţeles cá uneori 
este de preferat obţinerea unor soluții sub formă, închisă, 
chiar dacă ele nu sint exacte. Dealtfel, am văzut cá cele 
mai multe metode existente pentru straturile limitá nesta- 
tionare sint analitice și ele se bazează fie. pe teoria aproxi- 
matilor succesive (de ordin relativ mie) fie pe anumite 
tehnici liniare de perturbare. Această, observaţie rămîne 
în vigoare şi referitor la, problema plăcii plane, pentru 
care s-au elaborat intense studii analitice. Datorită, impor- 
tantei acestor metode în cele ce urmează ne vom opri 
asupra celei prezentate de Akamatsu în cazul plăcii plane 
și care se poate generaliza cu uşurinţă şi la alte clase de 


probleme nestationare. 


2.9.1. Metoda lui Akamatsu [1] După eum am văzut 
in $ 2.1., Stewartson studiind problema evolutiei stratului 
limită, incompresibil pe o placă plană semi-infinită „care 
se deplasează în planul său, pornind brusc din repaus, 
n-a prezentat soluţia ecuaţiilor mişcării in regiunea. de 
tranzitie (Rayleigh-Blasius). Dacă este important să 
cunoaștem caracteristicile mişcării în cele două regiuni 
Rayleigh și Blasius, în multe cazuri (de exemplu în tubul 
de şoc) este absolut necesar să ştim. cum se face trecerea 
(tranziția) de la regimul nestationar la cel staționar de 


X 
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p— — 


mişcare al fluidului. O astfel de soluție semi-analiticá apro- 
ximativá, avind la bază metoda lui Meksyn „sau pan- 
tei maxime“ (steepest descent în literatura de limba engezá) 
a fost obtinută mai tirziu de Akamatsu. | 

Revenind là ecuațiile (2.1.1) să introducem noile 


variabile ! 


E = "s oq m gy (U] vafe, E = (Uva f(E, n) 


în care Y este funcţia de curent. Atunci din (2.1.1 a, b) se 
obţine ecuaţia arf ex | 


ef ir (Qf ou) 97 LO 9 oai 
wo ed e) ao. "e room 


si ea trebuie să satisfacă condiţiile la limita 


peso pentru 90: 
penis ipd i gie | (2.3.1 b) 
i dacă j> co sau & — 0. 


Fig. 2,5. Distribuţia stra- 
“tuhii limită nestationar pe 
“placa plană semiinfinità. 


` 
LI 


De menţionat ci dacă se neglijează membrul drept al.ecua- 
tiei (2.3.1 a) rezultă ecuaţia lui Blasius, care descrie stratul 
limita staționar peste placă. În fig. 2.5a se arată poziţia 
particulelor de fluid la momentul t < 0 marcate cu linie 
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„continuă, linie punetată, respectiv linie intr 


eruptá cores- 
punzind regiunilor à < 0, æ = 0 şi v7 0. După inceperea, 
mişcării (17 0) poziţia particulelor de fluid este cea din 
fig. 2.5b. Este clar că structurile stratului limita sint dife- 
rite de cele două părţi ale liniei € — 1, adică in stratul 
Sta(ionar Blasius la E = 0-[- şi in stratul nestationar 
Rayleigh la & = -}- oo. | Í 

Dupi eum s-a spus mai sus, se poate prezenta o soluţie 
semianalitieà aproximativă, care să lacordeze continuu 
pe linia § = 1 soluţiile lui Rayleigh si Blasius, folosind, 
de exemplu, metoda „pantei maxime" în combinaţie cu 
o dezvoltare în serie. Ideea de bază a acestei metode este 
că dacă o integrală de forma 


: i eft (2) de, 


unde k este un parametru mare, iar q(2) o functie care va- 
ziază lent în raport cu variabila complexă 2 şi avind un 
punct staționar (de sa) in 2 = z, atunci partea principală 
a integralei Z, calculată de-a lungul conturului Debye (un 
contur de-a lungul căruia Im [kew(z)] = const.), provine 
de la regiunea învecinată punctului Zo- Tinind seamă de 
proprietățile funcţiilor stratului limită, Meksyn in anu! 
1956, a aplicat primul metoda pantei maxime la rezol- 
varea unor probleme de strat limită staționar; in litera- 
tura de specialitate această metodă poartă numele lui 
Meksyn. Ea a fost testată pe exemple de mișcări staţionare 
incompresibile si compresibile dovedindu-se a fi rapid 
convergentă. În acest fel această metodă a devenit o 
tehnică eficienţă, şi atractivă (într-un fel elegant), furnizind 
soluții asimptotice corecte ale -diferitelor probleme de 
strat limită staționar cu mult mai puţin etort in compa- 
rație cu alte metode. Îndată ce metoda lui Meksyn s-a 
făcut cunoscută au urmat extinderi ale ei şi la problema 
stratului limită dinamic si termic nestationar (v. Hsu 
d ] Liron [159], Kasza [131], Chenoweth [18] eto.). 
n plus Meksyn a arătat că metodologia sa poate fi utili- 
zatá si pentru examinarea stratului. limită staționar 1n 
vecinătatea desprinderii, chestiune care poate fi atractivă 


pentru cercetările ulterioare de strat limită nestafionar l 


deoarece, aga cum vom vedea mai tirziu, deocamdată, 
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datorită comportării sale complexe, la multe probleme 
legate de separarea nestationara rămine să se dearáspuns 
abia în anii următori eu toate că în ultimii zece ani s-a 
făcut un progres considerabil în această direcţie. Instru- 
mentele matematice auxiliare cerute de metoda lui Meksyn 
eum ar fi evaluarea integralei prin procedeul paşilor des- 
crescători şi însumarea unei serii divergente cu ajutorul 
transformării lui Euler, le vom folosi în cele ce urmează 
fără să le discutăm în detaliu, aceste amănunte împreună 
cu o descriere bună a motivării și filosofiei care fundamen- 
tează metoda se găsesc în cartea lui Meksyn. 
Revenim la ecuaţiile (2.3.1). Fie seria 


L RE 9) = 5 pU n”, (2.3.2) 


2 = i 4-2 T ! 


în care primii doi coeficienţi sint zero datorită condiţiilor 
la limită (2.3.1 b) pentru » = 0. Substituind (2.3.2) în 
ecuaţia (2.3.1 a), se determină primii opt coeficienții a NIS 


in raport Cu &, = a(&) prin relaţiile : : 
a, = 0, 4, — — 8a’, a, = E Den a? + 2Eaa — 9 E3a' +Eta”, 
a, = pil aa' + Eid gis: - 8E* aa”; a, = = 11a? — 12&a*«' - =, 


— 64a’ — AE2aa/? — 6E5a” + 16 "ir — par, dx | 


unde accentul înseamnă derivarea în raport eu variabila č. 
Din punct de vedere fizic «(E) este legat de coeficientul 
local " frecare O, = u(0u[8y),-ol(pU?|2) prin relaţia 


a(£) —— = CA Us] vy . In continuare scopul nostru este 


să atat parameti rul a(&). Primul pas este să seriem 
ecuaţia (2.3.1a) in forma | 


ELM of 
- XT P(E, 2) 
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care, rezolvind-o ca o ecuaţie diferenţială liniară neomo- 
genă, dă 


n 


1 9 will » 
1 T ze ( P(E, s)e" ds + const.) = et O(&, 7) 
| (2.3.4) 
sau 
2 Yn 
f _ aero (E, 8) ds, (2.3.5) 
on sno 
unde 
F(E, v) Aye s) ds (2.3.6) 


0 


Presupunem de asemenea cá, pentru valori miei A lui 
m, se „poate scrie 


. #=0 n! x : 


in care coeficienții b, rezultă prin substituirea relațiilor 
(2.3.2) şi (2.3.7) în ecuaţia (2.3 4) si dezvoltári in serie 
dupá puterile lui 5; avem 


m — - ced dude A uc 
bo = Gy, b, = 0, ba = &,, bs = a + As, b, = My 


b. Alaa d tin, b a em — 214,4, + 1002 2 (s g ato, 

Sa observăm. că integrala (2.3.5). poate fi atatea bă prin 
metoda pantei maxime, deoarece v: wiabilei complexe 2 
din integrala I îi corespunde aici variabila reală y, conturul 
Debye este unul în direcţia lui e [0, oo), iar conform 
proprietăţilor stratului limita, F(E, y) este o funcție mono- 
ton crescătoare de. (pozitiv definită) si (E, n) variază 
lent în raport cu 4. 
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“Apoi, din relaţiile (2.3.2) şi (2.3.6) găsim 


00 
P nyg -1 


m=0 (m +3) l 


M 


de unde prin inversare rezultă 


BCE, m) = 


) 


m=0 M. Jj l 


Anl 5). a Un 1)3 


— 


si care este adevărată pentru valori mici ale lui 


(2.3.8) 


Ooefieientii A, se exprimă în raport cu «, prin relaţiile 


bo —1/3 | 
A. =( 3 aes DOF, onus BE 


l4 dA Ue 


a 
6) d 


100 aj 280 «a 


TE 3600 a$ © 720 ad 


5 = 


— ———— ———— 


60 ai 720 af 


În fine, trecînd in integrala (2.3.5) de la variabila y la 


variabila 7, rezultă 


dc 


? 
2 co i m— 2 
= à Um) er d de 
3 1 =0 
Ü 


N Ç ‘ 
0 - d 
K/A = 2. e-h dn = 2 erp dr = 
0 


4 


(2.3.9) 
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unde coeficienții di, (5) se exprimă cu ajutorul variabilei 
č, parametrului «(5) şi derivatelor lui prin relaţiile 


a V3 hA = Zi ax A 
do =(<) a, d, = 0, da = EET 6? — 


6 a 


a |-!? (28 L. 
d, = | — — gal +i q 
i 6 | Lis tiz ) 


a MUS 13-.,0/2...,.90.5..0 10.a” | 
3 | | z 10... a? T 7 a? a 7 x 


6939 ., a 1539 -, a” 81 zs 
1400 ü 700 er 35° * a 


a M3 599 £503. 4-5 a’? 
(2) [am a 


6 3600 at 12 ia? 
ia. R8 w'a” a +5 Eq’ 28 29 a? 
24. 3 ^. 180 — 45 a 
tpt tpt gipar fag), 
24 a? 24 a? T : 144 a? 


Ecuatia (2.3.9) este valabilă numai pentru valori suficient 
de mici ale lui y si, conform celor de mai sus, ea poate 
fi evaluatà prin metoda pantei maxime ; astfel, avem 


LAGE 2S a ml) 
x jede Y 4 or. : | 
(2.3.10) 


unde r. MM funcţia gamma incompletă. Acum această 
ecuație este valabilă pentru orice valoare a lui m. Impunind 
in (2. 3.10) condiţia la limită cînd  — oo. se obţine urmă- 
toarea ecuație pentru determinarea parametrului a(&) 


2 vi / -1 o9 2 
— V dalë) Ho 1 NE, (2.3.11) 
Ó m=0 | 3 


simbolul T notind funcția gamma completi. 
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În calculul practic. al sumei acestei serii ne lovim însă 
de dificultatea că în general ea este divergentă, si prin 
urmare trebuie transformată, în sensul înlocuirii ei cu o 
serie convergentă, folosind metodele puse la dispoziţie de 
analiza numerică. O reţetă concretă de manevrare a unei 
serii divergente este să folosim, de exemplu, transformarea 
lui Euler : 


oo oo 

bo. »—(n-- 1) n 
Jy a Har E, 
fi 2:0 fi—0 


în care 


By = X Bi = Xo + ay, -ees Ba = o + Cha, + Cnag + 


twee Fän. 


Sa reținem că in evaluarea sumei unei serii divergente 
transformarea lui Euler poate fi aplicată în mod repetat 
incepind eu oricare termen al seriei originale sau al celei 
deja transformate pini se ajunge la valoarea adevărată a 
sumei. “Totuși, prea multe transformări repetate reduce 
exactitatea sumei dearece convergenta seriilor rezultate 
slăbește prin aplicarea succesivă a transformării lui Euler. 

Considerind acum transformarea lui Euler aplicată la 
primii trei, cinci respectiv şapte termeni ai seriei (2.3.11) 
se ajunge la următoarele „ecuaţii diferențiale pentru 


funetia a(£):- > 


7 1 1:2 
EDI Lg d FO ak 2.3.12 
| is Ts) 704 gie: 
S NERA | Fel Oo ME foe pe i ee 
SS ape ae Pl) dee Pl e bl ee o 
AR B» oT (dare EXE Za 
"EXE En gat (2.3.13 
sin ~ [fe T =I 0.10 
48 4 $a l ] 
197 /1\. 33 1 4 
— Pf) d+! rad, + Tla, + 
192 (5) dur (da "^g n j 
29 5 | | 7 
woo [|] dy. tie Dads de Piel pa.) 
199 n Buy Vea PIOS & : 
(2.3.14) 
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Să notăm că în general parametrul a($) poate fi deter- 
minat cu o aeuratefit oricît; de bund (dorită). Dar cu cit 
luăm mai multi termeni in seria (2.3.11), cu atit va fi mai 
mare ordinul ecuaţiei diferenţiale ordinare neliniare pe 
care trebuie să o rezolvăm. 

` După eum s-a văzut mai sus soluţia problemei . la 

marginea principală (unde č = 0) este soluția staţionară a 
lui Blasius, astfel că în acest caz parametrul a este constant 
iar (2.3.11) devine A 


id 
3 


HI HG) rr) 
316 3 15 3 


De aici se obtine a = 0,16603 si constituie o conditie la 
limită in £ = 0 pentru ecuaţia diferenţială (2.3.11). Apoi, 
în regiunea č > 1 fluidul este ,,inconstient’’ de existența 
bordului de atac al plăcii si se mişcă, ca şi cum placa ar îi 
infinitá. În consecinţă, soluţia ecuaţiilor stratului: limită 


este aici cea a problemei lui Rayleigh 


- 


IV | MEN 
t= | e-*M ds = erf(y/2 vt) (2.3.15) 


U yx 


si ea poate fi folosită pentru stabilirea, condiţiilor la limită 
în punctul ë = 1 a ecuaţiei diferențiale (2.3.11). Astfel, 
dezvoltind, pe de o parte, solutia (2.3.15) in serie de pute- 


rile lui y// vt = VEn rezultă 


u 1 1 Vig 1 (VE 
AL LENDER seat a aul dmm E wy. 
=: =| V ery ER arg En N 
1 
npe rupem t p 7 - * ee ? 
Pe de altă parte din (2.3.2) avem 
u Of (Lo Ga Ea i 04 
— LA —— —9 > = 2 pl n 3 i 
U ðn Hi gr i gr Mt | i 
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de unde prin compararea termenilor celor două serii avem 


Dacă în această expresie a funcției a(6) yi derivatelor sale 
în raport cu & facem 2 — 1, rezultă condițiile la limită, 
ale ecuaţiei diterentiale (2.3.11) de forma 


Raa 1 ( a L 
Miam 9 Rsk ep eel 
: QV x d$ /z-i AY x 


| 3 1 4 3 sa 
— | = — ——) NEN M = a 
d5?J£i-1i 8 x: d£? Je 16) x 


Odată cunoscute valorile lui a(£) şi derivatelor sale 
în €=0 şi €=1 se pot calcula toți - vermenii seriei 
(2.3.11) în aceste punete. În tabelul nr. 2.2 se dau sumele 
cîtorva, termeni obţinute direct din (2.3.11) sau prin apli- 
carea transformării lui Euler. Comparind evaluárile obti- 
nute eu valoarea exactă (0f[O0*»)u-c = 1 se poate stabili 
o măsură a exactitátii acestor aproximări. Se observă uşor 
că soluţia determinată pentru E — 0 fără aplicarea trans- 
formării lui Euler este destul de bună. 

Ecuațiile diferenţiale ordinare neliniare (2.3.12—14) 
au fost integrate numeric pe intervalul 0 < £ < 1 de 
Akamatsu iar rezultatul acestor integrári este prezentat 


Tabelul nr. 2.2. 


Relaţia dintre acurateţea aproximatiei si numărul termenilor 


Nr. term. : : ; A i Transt. 
p lui Euler 
0 0,3803 | 1,0021 | 0, 9997 | 0,9997 “nu 
(Blasius) 0,8578 | 0,9538 | 0,9835 0,9945 
= da 
1 0,1089 | 1,0074 | 0,9959 | 0, 9994 
(Rayleigh) terr 
Ecuatii (2.3.12) (2.3.13) (2.3.14) — 
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în fig. 2.6. prin curbele 1,2 si 3 corespunzătoare celor trei 
ecuaţii. Rezultă de aici că a treia curbă este destul de 
apropiată de cea găsită de Lam si Crocco. Considerind încă 
doi termeni în ecuația (2.3.11), adică rezolvind o ecuatie 
diferențială de ordinul patru se obţin rezultate mai bune. 


Fig. 2.6. Variația parametrului 
a(&): 

— — — Blasius (1908); 
Lam si Crocco 
(1959) ; | 

Akamatsu (1967). . 


0: 5902 04: 06 08c 04 


În concluzie, cunoscind parametrul a(£) se pot determina 
toti coeficienţii a,(€) din (2.3.2) prin intermediul relaţiilor 
(2.3.3) si cunoaşte astfel tranziţia mişcării pe intervalul 
0 < Ë< 1 de la starea nestationará la cea staţionară. De 
la momentul initial £ = co la § = 1, adică de la £= 9 
la t= z[U, stratul limită se află in stare complet nesta- 
tionará dat de solutia: lui Rayleigh (2.3.15) iar in final, 
t — 0 sau t = co, el ajunge în starea complet staţionară 
dat de soluţia lui Blasius. i | 

(ii) Metode numerice. Cele prezentate anterior. cu pri- 
vire la soluţiile analitice existente ale problemei lui Ste- 
wartson ne spun cu siguranță doar faptul că pentru << 1 
aceste soluții se reduc la soluţia lui Rayleigh iar pentru 
z> 1 ele coincid cu soluţia lui Blasius pe care o aproxi- 
mează, rezolvind o problemă cu valori proprii (Watson, 
apendix in [66]). Soluţiile analitiee stabilite nu dau un 
răspuns pe deplin satistăcător relativ la procedeul mate- 
matic prin care variabila æ intră in soluţie la t= t- sau 
cu alte cuvinte modul in care incepe abaterea soluției 
problemei de la soluţia din Rayleigh adică me anismul 
fizic prin care se realizează tranziția mişcării de la starea 
nestationara la cea staționară. Se pare că tolosind procedee 
numerice se obţin informații interesante eu privire là 
această chestiune. : 7 
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Dacă în ecuaţiile (2.1.1) se consideră, mărimile: notate 
cu asterisc (*) si se delinesc variabilele adimensionale 


a = at/L, t= UL, y = REP y*[L, u = u*[U, 
o = Rehovot PU, 


în care L este o lungime caracteristică a plăcii iar he = 
= UL|w, putem serie aceste ecuatii in forma 


QUU oa, 09. ce. (2.3.16 a) 
hy oy | | 
; irga- E : 3 - ! 
ieri Me yp LE US) 


ot ` Oe Oye) s0y* 


=~ 


fiind supuse următoarelor condiții la limita pentru 


u = v = 0 pentru y = 0;u > 1 dacă y — oo. (2.3.16 c) 
1n continuare să observăm că, folosind variabilele similare 
v de, n = ya, Y = Vab, | 


se reduce numărul variabilelor independente din ecuaţiile 
(2.3.16) de la trei (t, w, y) la două (x, n) şi ele devin 


D | "— 
LM u (2.3.17 a) 
AN ! 


ge 1 D) å | 
u «(o > 3 Ju (ou) 29. (2,317 b) 


ale căror condiţii la limită pentru +> 0 sint 


p = 0, u = 0 pentru y — 0; u —1 daca y >. — 
(2.3.17 e) 
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După eum am văzut, initial (t < 1) mișcarea fluidului 
peste placa semiinfinitit este identică, cu cea datorită unei 
plăci infinite care porneşte bruse din repaus (problema lui 
Rayleigh) și are soluţia 


G 
9 : 
U = Up(S) = erfl = yz e-* ds (2.3.18 a) 
TT 


0 


D — 271/2 | Cerft + (o7 LL 3) (2.3.18 b) 


yz 


unde č = Ņ/2/ =. Se arată uşor că aceste relaţii verifică 
identic ecuaţia (2.3.17 b) şi condiţiile la limită (2.3.17 c) 
pentru toate valorile lui z(> 0); in particular u(y, 1) = 
= Un(7) este soluţia lui Rayleigh (2.3.18 a) în care se face 
t = l. Dar pentru y — oo soluţia ecuaţiei (2.3.17b) tre- 
buie sa coincidá cu soluția lui Blasius corespunzătoare 


E] 


mişcării staţionare, adică 


| U(, T) = Ugl) dacă y — co = (2.9.19) 
sau | 


(2, =) ~ fin), (9; 7) ~ f'e) dacă + = oo 


unde f(4) satisface ecuaţia lui Blasius 


wf EFI EE on esa 
si condiţiile la limită | | 
f=f' =0 pentru  —0; f' 51 dacă y >œ. 


Ecuația cu derivate parţiale (2.3.17 b) este de tip para- 
bolie fiind asemănătoare cu ecuaţia care descrie propaga- 
rea, cădurii într-un corp solid avînd coeticientul de conduc- 
tibilitate (1 — zu)! și prin urmare structura mișcării 
depinde de acest coeficient. Deoarece componenta u a 
vitezei variază de la valoarea zero pe placă piná la va- 
loarea unu la marginea exterioară a stratului limită atunci 
pentru t< 1 coeficientul (1 — zu)-1 leste pozitiv, iar 
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perturbatia mişcării cauzată de bordul de atac al plăcii 
se va propaga numai în sensul de crestere a lui «. Dimpo- 
trivă, dacă -- 1 acest coeficient îşi schimbă semnul 
pentru anumite valori ale lui 7; ceea ce înseamnă că pertur- 
batiile se pot propaga în stratul limită în ambele sensuri, 
adică 7 oreseind şi c descrescind. În fine, pentru + = 1 
acest coeticient trece printr-o singularitate (infinit). Din 
aceste considerente rezultă, că ecuaţiile (2.3.16) sau (2.3.17 ) 
nu pot ti integrate numeric folosind metodele clasice de 
rezolvare a problemelor cu valori initiale în care se porneşte 
cu condiţiile initiale (de start) cunoscute progresindu-se 
pas eu pas în direcția de creştere a timpului. În consecință 
integrarea numerică a ecuaţiilor amintite se face separat 
pentru fiecare caz + < 1 si «c — 1. În cele ce urmează vom 
prezenta citeva metode şi rezultate cu privire la studiul 
acestor ecuaţii. 


2.3.2. Metoda lui Hall [101]. Aceasta este o metodă, 
numerică iterativa de integrare a ecuaţiilor (2.3.16) pentru 
t>1. Astfel, într-un sistem ortogonal de coordonate 
(t, £, y) cu originea O în. bordul de atac al plăcii, axa Os 
în lungul ei iar axa Oy normală pe placă (v. fig. 2.7) se 
alege, convenţional, un domeniu de integrare delimitat 
de placa plană y —0 (DABCO); z-—1(DAF) «=2 


Fig. 2.7. Sistemul de coor- 
donate si domeniul de inte- 
^ grare. 


(CBE) si condiţia iniţială t= 1 (A BHF). Atunci se pot 
determina componentele vitezei u si v din ecuaţiile (2.3.16 
a, b) în domeniull < æ <2,t>1 şi y > 0 dacă la (2.3.16 c) 
se mai adaugă si condiţiile | 
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pcm li ow wy) pentru t > 1, 4 > 0 
(2.3.20) 


ied: w = ulo y) pentru 1 <a 2, y >0 


[kme1) - (k*1,m*) 


Fig. 2.8. Schema reţelei de aproximare. 


unde valoarea lui u în ¢ = este cunoscută si data de 
(2.3.18) în timp ce valoarea de start a lui w in y = se 
poate determina din următorul profil similar de viteză 


up + (up — us) exp | -5 — yl (2.3.21) 


Up Si Ug fiind soluţiile lui Blasius, respectiv Rayleigh 
pentru t = 1. 

Următorul pas este rezolvarea ecuaţiilor (2.3.16) cu 
condiţiile la limită (2.3.20, 21); Pentru aceasta se utili- 
zează o metodă cu diferenţe finite de tip mixt. Se consideră 
o reţea spaţială: de dimeniuni Ax x At x Ay cu trei in- 
diei în noduri; de exemplu Wz, m,n» este valoarea lui w pe 
nodul (k, m, n). Proiectia acestei reţele pe planul (v, t) 
se arată în fig. 2.8. 

Se aproximeazá acum derivatele parţiale din ecuaţiile 
(2.3.16) prin diferente finite evaluate în centrul dreptun- 
ghiului folosind. numai valorile lui u din virturile dreptun- 
ghiului. De exemplu derivatele du/dt si 02u/0y2 se inlo- 
euiesc cu formulele 


ôt i 1 A-—-—— (et, mb, n an Un, m lA i. 
| huy, mn DAL | 


— Uk+1, m,n — Uk, m, n) : 
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1 


1 1 — (n 
A+ PE t + PX n. (Ay)? 


(Uni, — 2w, F Uai), 
în care 


I 
%, = + (Uk +1, aed, nt Un 1, in, al Ukl, m, at Uy, mtl, n +- Uz, m, n )- 


După citeva ealeule ecuaţiile (2.3.16 a, b) se pot serie sub. 
forma eondensatá 


v + flu) (2.3.22 a) 


1 1 Sep qp cuo d 
k + z dear At] k+ z m + un 


Gi thei, m+), npl -F b, Us +1, m+ i, n cz €nU ni, m41, 2-1 = d, 


(2.3.22 by 


unde f depinde de valorile lui « în toate cele patru virfurt 
ale dreptunghiului iar a,, bn, c, Și d, depind fie numai de 
u fie de u şi v. Aici n = corespunde la y = 0 iar n = 
= N la y =, (marginea exterioară a stratului limită). 

Făcind n = 2, 3, ..., N — 1 în ecuaţiile (2.3.22) se 
obţin două, sisteme cuplate de ecuaţii eu diferente (alge- 
brice), cel de al doilea (in u) fiind neliniar ceea ce înseamnă. 
că ele trebuie rezolvate printr-un procedeu iterativ. 
Pentru îmbunătăţirea condiţiilor iniţiale în această metodă. 
rezolvarea, sistemelor (2.3.22) constă din cicluri de iterații. 
Astfel, dindu-se condiţiile initiale se determina, în fiecare: 
ciclu, prima dată v din sistemul (2.3.22 a), valorile lui ww. 
fiind luate din ciclul precedent: De regulă pentru primul 
ciclu necunoscuta 4 8e determină cu ajutorul unei formule 
de extrapolare de tipul 


Up, m+1,n == Ure m,n - Ug, mtl m 77 UR m, ne 


Acum se revine la sistemul (2.3.22 b) in care se introduce 
valorile calculate ale lui v, respectiv cele precedente pentru 
u în scopul liniarizárii acestui sistem. Cu aceasta s-a inche- 
iat ciclul ; el furnizează evaluări ale tuncţiei w care se înlo- 
euiese în sistemul (2.3.22 a) necesare începerii unul nou 


X. ^ - v A- ; ” i] ‘at 1 a 
ciclu. Valorile lui u si v se îmbunătățesc prin repetarea 
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acestor cicluri, denumite interioare, pink cînd două apro- 
ximari succesive, de exemplu, ale frecării pe placă diferă 


(în modul) printr-o toleranță dată, egală cu 0,04%. in 
acest moment iteratia este completă, inregistrindu-se 
valoarea lui 4 (sau se păstrează in memoria calculatorului). 
Se repetă în continuare calculele pentru pasul următor 
(în timp) §.a.m.d. La început Hall a luat Az = 0,0625 
si At = 0,125 pe care după t = 2 le-a majorat. Pentru 
coordonata verticală initial el a considerat Ay = 0,4/2 
miesorind-o după fiecare interval de timp. Aceste cicluri 
interioare se încheie printr-un ciclu exterior : valorile lui 
u pe x = 2 formează noile condiții la limită ale sistemului 
(2.8.22) pentru determinarea aproximatiei următoare a 
lui w pe w = 1. Ciclurile se repetă pina cind diferența (in 
modul) dintre două estimări succesive ale lui u pe » = 1 
este mai mică decît acurateţea dorită. Alegind paşi suc- 
cesivi de integrare se obţin toate valorile lui v în poziţii 
situate pe linia £ = const. sau æ = const. pina la suprafața 
exterioară a stratului limită. 

Urmind 'acest procedeu Hall a determinat profilele 
vitezei u pentru t= 1,5; 2; 3; 4 şi 6. Citeva dintre aceste 


, 
^ 


profile sint reprezentate in fig. 2.9 in eare se aratá $1 pro- 


TIE 


„25 Fig. 2.9. Profilele vitezei u. 


filele Rayleigh (c = 1), respectiv Blasius (t = 00). Se 
observă, de aici că starea staționară de mişcare se atinge 
foarte repede astfel că pentru t> 4 profilele vitezei nu se 
deosebesc de cel staționar (Blasius); se poate considera 
că pentru t = 4 se atinge această stare staţionară. 
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Rezultatele privind coeficientul local de frecare 


| i ( QW | E 
Reed, = | 2 —. (2.8.23) 
n=0 


unde Re = Ux/v sint trecute în tabelul nr. 2.3. El dove- 
deste că pînă la t = 2 nu există o abatere prea mare de la 
starea nestaţionară Rayleigh. Tranzitia mişcării de la 
regimul nestationar la cel staționar are loc aproape în 
întregime între t — 2 şi t= 4. à 

Din păcate rezultatele lui Hall nu furnizează informații 
suplimentare care să lămurească natura singularitátii prin 
care este posibilă tranziţia continuă a mișcării între cele 
două regimuri. 


2.3.8. Metoda lui Dennis [66] se referă la rezolvarea 
ecuaţiei în două variabile independente (2.3.17) furnizând 
un procedeu comod şi eficient; de integrare numerică a 
acestor ecuaţii bazat pe tehnica diferențelor finite. Pentru 
aceasta să facem notatiile panei soe | 


ôP 


— 


t 


1 i | : 
2(n 7) TD. Q — «——5» g(y, x) = 1 — tu (2.3.24) 


după care ecuația (2.3.17 b) devine 


Dennis a determinat soluția acestei ecuaţii considerind 
separat cele două cazuri qg > 0 respectiv q < 0 după cum 
TXlsaucl. | | 

a) Cazul q > 0. Ecuația (2.3.25) se integreazá pas cu 
pas în direcţia lui + transformind-o într-un sistem de 
ecuaţii cu diferente finite (algebric) folosind o reţea drep- 
unghiulară în planul Onr avînd laturile paralele cu axele 
On şi Or. Astfel, problema devine o problemă de deter- 
minare a propagării soluţiei ecuaţiei (2.3.25) în regiunea 
(0 sp<o,0<rs 1} a planului Ont. Daca An = h 
si Ax = k sînt; paşii constanti ai reţelei şi se aproximeaza 
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derivatele în raport eu 7 pe nodul (q = ih, + = jk) unde 
P—0,1,..., M —1; j= 0,1, o4 N —1; gg Mh 
ta = Nk prin diferente centrale | 


Qu|o tri — Mijn 
On | ij 2h 
(2.3.26 a) 
o?u Wiri, j — si, j + Wi-1,j. à 
An? iij | h2 


iar derivata în raport eu z prin diferente regresive 


san nd S x 
CU Ui, j ES Uy, j—1 s 
— —M—— a (2.3.26 b) 


atunci ecuaţia (2.3.25) se transformă in următorul sistem 
algebric de ecuaţii : | | 


ps 


(2 4- PL Uist, j +(1 E hs; us; T 


— (2 + yli iMi i = — Yli, ji, i-i. (2.3.21) 


unde y = À?k; aici mărimile w;,;-i Se eunose din etapeie 
precedente de calcul. Dacă pentru 0 anumită valoare a luij 
se cunose funcţiile p;; si qij, iar pasul h este suficient de 
mic în asa fel ca Uii j ȘI ti-i Să rimini pozitivi atunci 
deoarece qz 0 matricea asociată sistemului (2.3.21), seris 
pe linia j(7 = const.), este diagonal dominantă şi prin 
urmare orice procedeu iterativ aplicat pentru rezolvarea 
acestui sistem converge. Odată găsit uw, din ecuaţia (2.3.172 ) 
se determină funeţia d pe linia J. In eonsecintà eunoscind 
soluţia lui Rayleigh in « — tT (<< 1) se poate eve lua soluţia 
problemei pind la t = d. ! er nm 

b) Cazul q4 < 0. Acum 2 hdi < 2 ape anumite 
noduri ale reţelei iar matricea sistemului (2.3.27) nu mai 
este diagonal dominantă ; procedeul iterativ de rezolvare 
a. acestui sistem nu mai converge. În acest scop se aproxi- 
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mează derivata 04/09 printr-o formulă cu diferente finite 
progresive ka 


ou Wi ji cb Wis 
Vt, J+ I à 1," 
— — DÉ— — —sssá—— má (2.3 „28 ) 
07 i,j k 


derivatele in raport eu y inlocuindu-se din nou prin for- 
mulele (2.3.26). După citeva calcule ecuația (2.3.25) 
devine 


l 1 
(: + Dd L3 Mii, j F [is ya LE Ui-1, 7 — 


— (2 — ini Mi i = YORI îi (2.3.29) 


si pentru h suficient de mic matricea asociată acestui sis- 
tem este diagonal dominantă extinzindu-se la toate nodu- 
rile reţelei din domeniul 470, «1. În acest domeniu 
avem de a face cu o problemă cu valori limită astiel că 
va trebui folosită şi condiţia la limita (2.3.19). Integrarea 
se face pe domeniul 0 € y € m, 1 S T € Tm unde v, $1 
ct, Sint valori suficient de mari ale lui y şi + pentru care 
avem : 


Wm y T) =1, UCN) Tm) mi: 


Rezolvarea se execută după următorul procedeu itera- 


tiv : pe liniile j(« = const.) se păstrează constante valorile 
lui pi; și q;,;, în timpul unei măturări (acoperiri) complete 
a domeniului de integrare, máturare care se efectuează 
în sensul de creștere a lui » incepind cu t= 1+ 8 
terminînd eu v = Tu; in lungul fiecărei linii +t = const. 
se integrează ecuaţia (2.3.17 a) supusă primei condiţii la 
limită din (2.3.17 c) folosind, de exemplu, regula lui Simp- 
son; cunoscind valorile lui 4 se evaluează apol mărimile 
pn, 7) si q(q, 7) din (2.3.24) în care 90 [0 = se aproximează 
prin formule cu diferenţe centrale. Valorile găsite ale lui 
p(n, T) si g(y, «) se introduc in (2.3.29) şi se face o nouă 
máturare a domeniului de integrare g.a.m.d. Se continua 
procedeul pind se realizeaza convergenta dorita. Detaliile 
de calcul se găsesc în lucrarea lui Dennis citată mai Sus es 
care sînt integrate ecuațiile (2.3.17) pentru trei configurații 
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de rețele: k = k = 0,1, h = k = 0,2 și h = 0,1, k = 0,05 
în fiecare caz Wm — 9 şi Ta = 1. Citeva valori numerice 
ale coeficientului local de frecare (2.3.23) sint cuprinse în 
tabelul nr. 2.3. Se observă de aici că rezultatele metodei 
lui Dennis sînt în deplină concordanţă cu cele obținute de 
Hall printr-un procedeu complet diferit. În plus Dennis 
a arătat că pînă la t = 1,4 aceste rezultate numerice sint 
foarte apropiate de cele date de soluția lui Rayleigh 
Re1Y2Q, = (nt) 12. Aceasta se explică prin aceea că viteza 
v normală la placă este continuă în punctul 7 = 1. Într-ade- 
văr, dacă în expresia vitezei 


se înlocuieşte soluţia lui Rayleigh (2.3.18 b) şi apoi se tace 
z — 1 rezultă v = 0. Pe de altă parte, v determinat in 
regiunea 72 1 devine zero în punctul t = 1 daca se tine 
seama că dii ! | 


(5-) alai leii i ur 


unde funcţia ® se calculează în domeniul 7 > 1. 


2.3.4. Metoda lui Ingham [120]. O cale ceva mai expe- 
ditivă pentru rezolvarea numerică a ecuaţiilor (2.3.17) 
a fost urmată de Ingham prin utilizarea unei scheme cu 
diferente finite de tip Crank-Nicolson. Înainte de a trece 
la descrierea algoritmului de rezolvare à acestor ecuaţii 
neliniare ele au fost liniarizate scriindu-se sub forma 


| ter | a 30h Q2 
On —— | | On J 


— 2 — a 


—— pm —' me 


} + ; ) SOR 24,00 
dum [nt cp ‘| A iiis 


An? 9" Ov 01) 
: | | (n) | 3 a (a-l) | TIS 1 i (B+. 
+ EJ OM — r aa" d dci — (1 — zu) die 
peek’) se OF 07 | 
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| ^ ar) | £)24,0) j | 
4 Ou Qu | 
| T et? +1) LEA —— FOE e PS T VPN -| E (om 
| > UL Om“ AE a TE 


| 0" Y.Qu ; Eo Qu" 

— me | | (Ur) ee 
| ON ) 

unde SR 
(UD — ai” 4- PALL p pop. Hl + P+D | 
indicii superiori notind ordinul iterafiei. Aplicind acum 
la fiecare iteratie algoritmul lui Crank-Nicolson $i consi- 
derind o variaţie liniară de la soluția Blasius la soluția 
Rayleigh pentru valorile de start ale lui w şi O se găseste 
că această tehnică este de două pina’ la patru ori mai ra- 
pidă decît metoda lui Dennis, dar nici ea nu poate reduce 
dificultăţile tehnice la zero. În tabelul nr. 2.3 se dau valo- 
rile coeficientului de frecare calculate si prin aceasta me- 
toda. 


un studiu numeric al mișcării Falkner-Skan impulsive 
urmărind evoluţiile simultane ale stratului limita dinamie 
si termic. După cum este clar explicat în această lucrare 
evaluările numerice sint destul de greu de obţinut deoa- 
rece curbele caracteristice care separă în fiecare moment 
regiunile straturilor limită Rayleigh şi Falkner-Skan tre- 
buiesc racordate prin intermediul regiunii de tranziţie. 


Dar Gottifredi si Quiroga [94] au arătat că această 


analiză se poate face fără dificultăţi pe cale analitică. 


Tabelul nr. 2.3.. 


Valorile coeficientului local de frecare Re!/2C; calculate prin diferite metoda 


0,1995| 0,3320]... — | 0,3321] 0 


m A N apu Tutup rrt qu AR rm TOMAS 

e Q t 

E, i a g g Ch la d 
villas "~ em. ao w mm am o A ~ A == 

Son e Qe g N a WT ™ oo | = 2 2 

Par = UO Bu b» - qp et gan So 

ao an d Bo SI o "i Fc I-a SAS 

a t% | moe | zg | ad] EI | RI [as CRO 

ph Tu at. S EXIT old NE ON AR Mare: +. art eee OMA 

1. | 0,5652. 0,5642] 0,5642] 0,5043 0,5622| 0,5642: 0,5642, —. 
: 3,5 | 0,4607| 0,4610] —: | 0,4609) — — | 0,4611] 0,4651] — 
2 0,3989 0,4025| — | 0,4026| 0,4023, 0,4031] 0,4029) — 

3 0.3957..0,8493  — | 0,2495| -— | 0,3505] 0,3502 0,3321 

4 0,2821| 0,3345) — | 0,3347| 0,3340, 0,3349 0,3351 0,3321 

6 | 0.2303! 0,3320]  — | 0,3321; 0,3321| 0,3321 0, 3322) 0,3321 

8 side 0,3321| 0,3321] .— | 0,3321 


În fine, vom menţiona că Watkins [320] a prezentat 
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Aşadar, tinind seamă de studiile analitice ale lui Ste- 


wartson [208 si 269] privind structura soluţiei problemei - 


mişcării plăcii plane semi-infinite pentru t = 1 precum si 


de rezultatele numeriee prezentate mai Sus, Se poate trage | 


coneluzia că există peste tot o concordanţă bună între 
deserier a eran alitied şi cea numerică, ceea ce ne permite să, 
afirmám că în momentul actual cercetarea acestei pro- 
bleme este completă. 


2.3.9. Metoda lui Koob si Abbott [146]. Aceşti autori 
pleacă de la ecuaţiile stratului limită format pe o placă 
plană semiinfinită care este accelerată brusc într-un fluid 
viseos ineompresibil dar cu deosebirea importantă cá se 
include in aceste ecuaţii si termenul difuziei din lungul 
plăcii v9?4/92?, cu scopul studiului mişcării și în regiunea 
singulară a bordului de atac. În notatiile uzuale ecuaţiile 
problemei sînt MD cae apei e | 


pu DRE, ge Do gs nh | 
Dap i Bos ved Aoki cant ird nas 
DUI BUT gi Cu ţii E Oa. ) 
REC LEUR, MESES caeco i A 


care, dacă. sé. introduc mărimile adimensionale . 
(A = w*[U, v = ve*[U, a = a UN, y = y*U]v 


i= Uy dini 
&e vor serie in forma 
Od aco. Josse; MT TES 
px 0 (3.3.81 à) 
Ox OY 
© Qw -' Qu du Oe |70*u] . 
—— + 44 AME A Eu ad mm hp aaen (2.3.31 b) 
0t Ow ay Ox" — Qy* 


gi ele trebuie să satisfacă condiţiile iniţiale si là limită 
u(t = 0, 2,9) -0, uh w «0,y) —1 
u(t, 2, 0) = v(t, a, 0) = 0, u(t, 2», > 00) > L. 


i + 
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Pentru rezolvarea acestor ecuaţii Koob si Abbott 
folosesc o variantă a metodei reziduurilor ponderate 
(MWR, method of weighted residuals, în literatura de 
limbi engleză). Acesta este un procedeu de reducere cu o 
unitate a numărului variabilelor independente într-o ecua- 
(ie cu derivate parţiale. Astfel, să considerăm funcţiile 
indere fi u) supuse, deocamdată, numai restrictiei cá 
ha) = = 0 si să inmultim ecuaţia (2.3.31 a) cu fw), iar 
ecuația (2.3.31 b) eu f; = df; TUE pri in adunarea acestor 
ecuaţii rezultă 


ua 1 
-gt g 


Se integrează acum ecuaţia precedentă în direcţia. grosimii 

stratului limită şi se folosese condiţiile la limita f,(1) = 0, 

su , 0) = e(t, 2, 0) = 0 şi a, Kt, c, 99) = 0 unde u,= 
= oujoy ; ; avem " 


; dg + — fiu dy = — \ f; dy — A fF dy — 
at V Yo PE sg y E o] 
(8) 0 0 0 


Prin urmare BONA le ( 2.3 .31)1 in trei v variabité M AES tei 
(t, z, y) sint reduse la ecutia cu derivate parţiale (2.3.32) 
în două variabile independente (t, a). Se poate în continuare 
simplifica ecuaţia (2.3.32) schimbind variabila de integrare 
4 cu Mw, variabila lui Crocco. Atunci se obţine ecuaţia 


; fi | 
| 0 ( | arC., 
Ta y: » du E mmm f; à du = may fQ du — 
Ow Qa 
i 0 Ü 


n——— — n ws 
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supusă condiţiilor initiale si la limită 


O(0*, gyu) =0, Q(t, 0+, u) = 0, Q(t, z, 1) = oo 


? 
(2.3.33 b) 
in care Da 


Avantajul evident al acestei schimbari de variabile este cá 
integralele care apar în ecuaţia (2.3.33 a) se referă la inter- 
valul finit (0,1). 
. In general nu se pot obţine soluţii analitice exacte ale 
ecuatiilor (2.38.33). În schimb alegînd î în mod corespunzá- 
tor funetia Q se pot determina soluţii analitice sau nume: 
rice aproximative care sà garanteze acuratețea dorită. 
De exemplu Koob și Abbott au reprezentat funcția Q 
ca o succesiune de aproximatii a solutiei de ordinul zero 
Qo(u), adică 


Q(t, 2, u) = Qo(u) V (u) Ft, a), (2.8.34) 


j=1 


în care © (a) = == at Alegerea lui | Olu) este, în principiu, 
arbitrară. De exemplu, o alegere bună în cazul problèmei 
prezente ar putea fi soluția Tui Rayleigh (timpuri mici} 
sau cea a lui Blasius (timpuri mari). Apoi, funcţiile pon- 
dere f,(u) trebuie să satisfacă următoarele donă condiții: ` 
(a) să fie continue si derivabile cel puţin de două, ori Şi 
(b) să fie astfel ca termenii integrali în ecuaţia (2. 3.3 3 a) 
sa ráminá márginiti cind u > 1. Este demonstrat în [145] 
că aceste condiţii sint realizate dacá J (t) se aleg sub forma 


fiu) = " — uy, dz 1,2,...,N. . (2.83.85) 


Aproximatia de ordinul unu. Fácind N =1 în ma 3.34) 
LM 3.35 ) rezultă, 


Ct, 2; d) s Ou) F(t, a), filu) = 1 — u. (2.8.36) 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Să introducem mărimi adimensionale pentru grosimea, de 
deplasare 8*, grosimea pierderilor de impuls 9* si tensiu- 
nea de frecare te după cum urmează : 


Ud D.C A , 
QT uni cea NC S 1 — — | dy” 
TEP T 
U9* U (.«* -] 
$ m——————1—[1-— -——|dy* 
uota a NE: 


şi care, în virtutea relaţiilor (2.3.30) si (2.3.35 —36), devin 
9* = F(t, es 9 = F(t, wey, To = 1/F Y(t, @)Q,(0), 


unde 


T l 
2n al du, ra == |ou — u) du. 
' 0 - E 


0 


Astfel, dupa citeva calcule, ecuatia (2.3.33 a) se serie. 


as+ 8+ OB pg 
| « pe 


Qi. da lage. 3»* 


(2.3.37) 


in care « = ese, si B = e4O,(0) sînt constante care 
se pot determina odată ce s-a precizat funcţia Q (u). Aici 
este presupus in mod tacit că 3*/9 și tòt sînt mărimi 
constante. Evident, pentru aproximatii de ordin superior 
aceste restricţii se pot relaxa. 

„Ca un prim exemplu, pornind de la ecuaţia (2.3.37), 
se poate cerceta în cazul problemei staţionare influenţa 
difuziei longitudinale asupra mișcării plăcii. Aceasta, 
revine la integrarea ecuației (2.3.37) în care se face 0/01 = 0. 
Rezultatele sint arătate in fig. 2.10, de unde se observă 
că în vecinătatea bordului de atac al plăcii termenul 
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difuziei longitudinale are asupra lui òt o'influentá aproape 
liniară iar pentru x € [1077?, 102] acesta se manifesta ‘ca 
singularitatea clasică de tipul rădăcinii patrate a ecuaţiilor 
stratului limită (v. Goldstein [92]). 
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“104 10? 0° 0? x Ww 
Fig. 2.10. Variatia grosimii de deplasare in problema staționară a 


plăcii plane semiinfinite. 


În continuare vom studia tranziţia mişcării de la starea 
iniţială nestafionari la cea finală staţionară folosind atit 
modelul clasic al stratului limită Prandtl cit si modelul 


extins al stratului limită descris de ecuaţia (2.3.37). In 


acest scop să introducem variabilele stratului limită 


= S*/Re!?^, T -—t[Re!?, X = a/Re. 
Atunci ecuaţia (2.3.37) devine 


— —— —————— O e—a me ———— 3 


ae T M E + (2.3.38) 
oT Ox 3 Be ox? (uie en 
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în care numărul lui Reynolds apare ca un parametru. 
Dacă Re — oo se observă ed (2.3.38) tinde către ecuaţia, 
lui Prandtl | 


Schon ia qm (2.3.39 a) 


supusă condiţiilor iniţiale si la limită 
A(0, . Y) = A(T, 0) — 0. (2.3.39 b) 


Ecuatia (2.3.39), liniară în A’, are soluţia 


(2.3.40) 


N 


- o tla pentru «T < X 
(28.X/[a)!2? pentru «T > X. 


Se observă de aici că derivatele lui A sint discontinue 
în punctul singular «T = X ceea ce este în acord cu rezul- 
tatul lui Stewartson. După cum am văzut, Hall a demon- 
strat, rezolvînd numeric ecuaţiile stratului limită clasic, 
cá de fapt singularitatea (2.3.40) nu apare în aceste ecua- 
tii. Această trăsătură se poate studia şi în prezenta tormu- 
lare studiind numeric ecuaţiile (2.3.39) cu ajutorul metodei 
diferenţelor finite. Rezultatele calculelor sînt cuprinse în 
fig. 2.11 unde se arată si soluţia exactă (2.3.40). Se observă 
de aici că dacă pasul reţelei de integrare descreste sau 
dacă numărul nodurilor (= N.N) creşte, atunci soluția 
numerică converge către cea discontinuă (2.3.40). 

Să, revenim acum la modelul extins al stratului limită 
(modelul lui Koob și Abbott). În primul rind să notăm 
că ecuațiile stratului limită clasie oferă informații despre 
natura mişcării exclusiv prin mecanismul difuziei transver- 
sale (termenul vd?u/dy*) în timp ce modelul extins oteră 
informaţii gi prin mecanismul difuziei axiale (în lungul 
plăcii), Prin urmare se poate anticipa că soluţia ecuapiel 
(2.3.38) ar putea fi calitativ diferita de cea a lui Prandtl 
(2.3.39) si c& diferenta dintre rezultatel e eelor două ecuaţii 
va depinde de valoarea numărului Reynolds. Koob şi 
Abbott au rezolvat numeric ecua d .0:081Dd € 
schemă, cu diferente finite cu pas variabil în direcţia A. 
Pentru a si B au fost considerate valorile « = 0,41468 și 


(ia (2.8.38) folosind o 
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P = 0,63662 care corespund soluţiei lui Rayleigh si Re — 
— 0,1, 1, 3,33, 10, 33,3, 100 si 1000. Aceasta înseamnă, că 
evaluárile obţinute sint acurate (cantitativ) numai pentru 
T « X. În plus calculele dovedesc că pentru Re > 100 stra- 
tul limită extins se comportă la fel ca stratul limită clasic 


1.8 T. 
1260 
A Je 
NN | J^ 
EIE < 5 Lone fr 
10 A 
ESO E dt 
20 5s CEA 
7 Solutia lui 


14 40 —— - "uu A Blasius 


4:2 | / 


- 10 

10 

cet -05 
T 0.6 v E 
54 | giten 

(SP ia per — 0.1 
QUI ha iii 

Qr. oz Bi hut, erp” oly priit 


Fig. 2.11. V ariatia grosimii de deplasare in problema nestafionará 
„a plăcii plane pentru modelul lui Prandtl, ecuaţia (2.3.39). Efectul 
pasului, o | d Moral, 
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deseris de ecuația (2.5.99) si anume că soluţia converge 
către cea discontinuă (2.3.40). Dimpotrivă rezultatele, 
de exemplu, pentru fe = 10 (v. fig. 2.12) converg spre 


o soluţie diferită de cea exactă (2.3.40). În particular 


1.2 Cecil 
NN 
<j 5 "m 15.8 ge 
10 ——— ect 
— 
1.0 i Hn 10 
Solutia lui | ZO 
Blasius £ 
0.8 : ES a 
: eee 05 
06 f 
/ 
04 / pen 
. 01 
S 
0.01 
0. m io ? 
30 3927-204 06 08--,- 10 


Fig. 2.12. Variația grosimii de deplasare in problema ne- 
stationará a plácii plane pentru modelul extins al stratului 
limită, ecuaţia (2.3.38) cînd Re = 10. 


pentru timpuri relativ mari se observă o diferență Con- 


siderabilă între soluţia modelului extins si soluţia stării 


staționare (Blasius). 

fn consecinţă, această analiză pune în evidenţă fap- 
tul că prin considerarea aproximafiei de ordinul unu à 
funcţiei Q(t, v, w), alegind corespunzător pe Qo(w), Se 
obţin rezultate rezonabil acurate si calitativ corecte.. in 


plus, avantajul acestei aproximafii este că ecuaţiile ob- 


ţinute se pot rezolva şi analitic. Evident, considerarea unor 
termeni de ordin superior în dezvoltarea lui Q(t, 4 VU) 
và permite aproximarea soluţiei problemei pina cînd se 
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ajunge la acurateţea dorită. Dar, preţul plătit este cres- 
terea complexităţii calculelor şi a timpului consumat de 
alculator pentru rezolvarea numerică a ecuaţiilor rezul- 
tate. De aceea, în general, pentru scopuri practice această, 
metodă se aplică numai pentru N < 4. 

Semnalăm, de asemenea, pentru această problemă 
următoarele lucrări: Akamatsu [2], Bianchini $i alții 
[19], Kennedy [144], Socio si alţii [265], Williams si 
Rhyne [333] ete. 
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MIŞCAREA NESTATIONARÁ — 
DIN JURUL UNUI CILINDRU CIRCULAR 


§ 3.1. Consideraţii generale 


Primul pas în domeniul teoriei mișcării unui fluid vis- 
cos în jurul unui cilindru circular drept, infinit lung şi cu 
generatoarele perpendiculare pe direcţia curentului prin- 
cipal a fost făcut acum un secol de Strouhal care a studiat 
fenomenul formării virtejurilor (turbioanelor) în spatele 
(avalul) cilindrului, deschizind astfel drumul cercetárilor 
moderne ale acestei probleme. încă de atunci problema 
mişcării fluidelor viscoase în jurul obstacolelor cilindrice 
a atras atenţia multor cercetători, ea continuind să for- 
meze şi în zilele noastre obiectul unor intense cercetări 
atit teoretice cit si experimentale. În anul 1963, Morkovin 
[175] a realizat o foarte bună trecere în revistă a rezul- 
tatelor cunoscute pină la acea dată cu privire la mișcarea 
staționară a unui fluid viscos peste un cilindru circular 
iar în anul 1972 o astfel de sinteză a fost publicată de 
Berger si Wille [18]. În cele ce urmează vom încerca să 
prezentăm cititorului interesat situaţia actuală a proble- 
mei nestationare. | um os 

Evoluţia mişcării unui fluid viscos in jurul unui eilin- 
dru circular pornit brusc sau accelerat din starea de repaus 
este o problemă clasică în mecanica fluidelor. Ea este 
interesantă atit din punct de vedere academic cit practic 
si prin aceea că poate fi pusă in corespondenţă cu mişca- 
rea staționară peste un corp de ro tatie cu unghi de atac 
prin intermediul analogiei curgerii impulsive (v. Thwaites 
[299]),:. “oy M | na 

Există patru procedee diferite de aproximare à mişcă- 
rii nestationare din jurul cilindrului. Prima este soluţia 
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stratului limită Prandtl (numere Reynolds Re > oo), 
exprimată sub forma unei serii de puterile mici ale tim- 
pului sau, cu alte cuvinte, soluţia care descrie miscarea, 
în stadiul ei inițial (incipient). De notat că în această serie 
primul termen este valabil pentru orice valoare a lui Re 
în timp ce termenii următori sint adevărați numai în 
limita Re — oo. Istoria timpurie a acestei soluţii începe 
cu lucrările lui Blasius [21], Goldstein $1 Rosenhead [91], 
Gortler [95 si 96], Wundt [337], Watson [321], Brown 
[27], Yang [347] ete. Tot aici se include $i lucrarea lui 
Schuh [242] care a atacat problema nestationará a cilin- 
drului cu ajutorul metodei relaţiilor integrale. Bineînțeles, 
aceste soluţii isi pierd valabilitatea de îndată ce stratul 
limită se îngroaşă foarte mult, adică se produce desprin- 
derea lui de suprafaţa cilindrului (apare o singularitate în 
ecuațiile mişcării). | re E | 

Din a doua categorie de aproximări face parte metoda 
racordării soluţiilor asimptotice ale ecuaţiilor nestationare 
ale lui Navier — Stokes pentru domeniul întreg de mis- 
care. Rezultatele teoriei stratului limită demonstrează 
că, ea oferă o descriere exactă pentru un număr destul de 
mare de situaţii „simple? de mișcări. În tehnologia 
modernă se intilnesc însă multe mişcări care posedă anu- 
mite caracteristici ce nu pot fi determinate folosind cadrui 
aproximatiilor clasice ale lui Prandtl. În acest caz este 
necesar să se determine soluţiile ecuaţiilor lui Navier- 
Stokes în care apar toţi termenii si care, dupa cum se 
stie, au ordinul de exactitate superior ecuaţiilor stratului 
limită. Această extindere a teoriei stratului limită clase 
este denumită teoria stratului limită de ordin superior 
și pentru ea, recent, van Dyke [308] a prezentat o exce- 
lentă lucrare de sinteză. Dacă ecuaţiile lui Prandtl se 
pot considera ca aproximatii de ordinul zero în dezvol- 
tarea asimptotică pentru numere Reynolds mar, ale ecua- 
tiilor lui Navier-Stokes, atunci termenii care descriu in- 
fluenta curburii suprafeței corpului $i considerarea inter- 
actiunii stratului limită cu mișcarea exterioară (in care 
forțele de inerție joacă rol preponderent). caracterizată 
prin deplasarea liniilor de curent spre domeniul IRIȘOABR 
exterioare si influenţa virtejurilor, reprezintă trăsături 
specifice ale soluţiilor ecuaţiilor de ordin de aproximaţie 
mai înalt decit; ecuaţiile stratului limită. Uma. dintre 
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metodele eficiente pentru determinarea, aproximaftiilor 
superioare ale acestei teorii este cea a racordării soluţiilor 
asimptotiee, metodă care a început să cîştige tot mai mult 
teren în zilele noastre. Pe această linie o serie de autori, 
începînd cu Wang [314—316] şi continuind cu Collins 
si Dennis [52 si 53], Bar-Lev şi Yang [13] ete., pornind 
de la ecuaţiile lui Navier-Stokes complete au stabilit 
soluţii analitice sau semi-analitiee pentru problema nesta- 
ționară a cilindrului circular gi eliptic în cazul numerelor 
Reynolds finite. În acest caz pe lingă numărul lui Reynolds 
Re = UL/v se introduce si numărul lui Strouhal 5 = 
= L|UT, unde T este un timp caracteristic, astfel ca 
pentru viscozităţi mici şi momente foarte apropiate de 
momentul iniţial atit Re cit şi I sint < < 1. Calculele au 
fost făcute de Wang, Bar-Lev si Yang urmind metoda 
racordării dezvoltărilor interioare si exterioare in timp 
ce Collins si Dennis au formulat problema în variabilele 
stratului limită determinind o soluție numai pentru re- 
giunea de mişcare interioară, (regiunea stratului limită). 
Această; soluţie interioară este astfel ajustată ca ea să se 
racordeze cu soluţia mişcării potentiale (exterioare). 
Ei au considerat în detaliu seria stratului limită (seria 
lui Goldstein si Rosenhead) care este extinsă prin inter- 
mediul integrărilor numerice şi la termeni de ordin mai 
mare decit trei. Dar, trebuie si aici subliniat ca deoarece 
in aceste lucrări variabilele mişcării sint dezvoltate în 
serii după, valorile mici ale timpului, rezultatele obținute 
oferă informaţii numai relativ la structura Mişcării ini- 
tiale (incipiente). | | ; 
Al treilea grup de metode, aplicate problemei nesta- 
tionare a cilindrului, se referă la soluțiile pur numerice 
ale ecuaţiilor lui Prandtl (fe — oo) corespunzătoare 
acestei situatii de mişcare sau ale ecuaţiilor lui Navier- 
Stokes valabile, in general, pentru orice valori ale nume- 
relor Reynolds. Să menţionăm în această clasă de metode 
lucrările lui Payne [197] (Re = 40, 100), Hirota Și Miya- 
koda [110] (Re = 40, 100), Ingham [119] (Re = 40, 100), 
Kawaguti si Jain [140] (tte == 10 —100), Son si Hanratty 
[266] (Re = 40, 200, 500), Jain gi Rao [124 ] s 
Thoman și Szewczyk [298] (Re = 1—39-10 ^ Piquet 
[201 ]) (Re = oo), Dennis și Stanitorth: [65] (Re=100 i 
Belcher si alţii [16] (Be = oo), Collins si Dennis [osa 
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53] (Re = 5 — oo), Telionis si Tsahalis [291] (Re — co) 
Kraveenko şi alţii [151] (Re = 21, 40, 100, 550), Panikker 
ȘI Lavan ([192], (Re = 500), Patel [196] (Re =:60 — 
— 600), Katagiri [135] (Re = oo), Lin si alţii [158] 
(te = 40, 80, 200), Daube si Loc [62] (Re = 20, 40, 300) 
Kraveenko [152] (Re = 30, 36,5), Cebeci [36] (Re = oo), 
Nguyen [183] (Re = co), Apelt si Ledwich [5] (Re = 
= 1—40), van Dommelen si Shen [305] (Re = co), Yang 
si Chien [344] (Re = 100, 500, 1000) ete. | 

Iu sfirsit, cea de a patra clasă de aproximări constă, 
din modelele mişcării potenţiale care se bazează pe faptul 
că mişcarea ideală exterioară din jurul cilindrului este 
modificată cu ajutorul a două virtejuri simetrice plasate 
in regiunea din spatele cilindrului (aleea lui Kârmân). 
Ipoteza adoptată constituie o încercare a teoriei mișcării 
fluidului ideal de a imita cu ajutorul circulaţiei virtejurilor 
(discrete) mişcarea reală a fluidului cu viscozitate mică. 
Aceste modele au fost propuse de Bryson [29] și Sarp- 
kaya [234 şi 235] iar apoi extinse de mai multi cercetá- 
tori (Yang şi Bar-Lev [343], Deffenbaugh si Marshall 
[64] etc.). | | 

Sá nu uităm însă că trăsăturile generale ale mișcărilor 
laminare, viscoase şi nestationare din jurul unui cilindru 
circular au început să fie cunoscute odată cu dezvoltarea 
şi perfecţionarea cercetărilor experimentale, dintre care 
amintim cele efectuate de Prandtl şi Tietjens (v. Schlichting 
[239]), Schwabe [243], Honji şi Taneda [114], Taneda 
[279—281], Werlé [323], Nagata şi alţii [177], Cou- 
tanceu si Bouard [56], Koromilas si Telionis [147 ], Bouard 
şi Coutanceau [24] ete. Prin vizualizarea mișcărilor nesta- 
fionare se pune în evidenţă faptul că la momentul ini- 
tial (t = 0) mişcarea fluidului este peste tot irotationalà s 
că imediat după aceea pe suprafaţa cilindrului se tormează 
un strat limită Rayleigh. În continuare efeotele neliniare 
cauzează o creştere a acestui strat şi o schimbare trep- 
tată a structurii mişcării. Dacă timpul adimensional 
t, = Uata, în care Uw este viteza curentului principal 
iar a raza cilindrului, este mai mie de 0,32, după unii puyat, 
sau 0,351, după alții (v. tabelul ONR Undo 
este complet atașată de suprafata cilindrului y pm A = 
diferită de zero cu excepţia punetelor el Lito Meng 5 e 
din spatele cilindrului. Pentru timpuri mar mw i 


? 
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sau 0,351 are loe separarea (desprinderea) stratului limită, 
de conturul cilindrului. Este stabilit, atit teorete cit și 
experimental, că această separare are loe prima dată în 
punctul critic din spatele cilindrului. Imediat după, pro- 
ducerea ei, în regiunea punctului critic apar două virtejuri 
simetrice în raport cu direcția deplasării cilindrului (sam 
a curentului principal) formindu-se o undă sau o bulă de 
separare situată în interiorul stratului limită (v. fig. 3.10). 
Odată eu trecerea timpului aceste virtejuri cresc in dimen- 
siuni şi intensitate îndepărtindu-se de cilindru într-o 
manieră simetrică, În cele din urmă datorită instabilității 
lor, virtejurile devin asimetrice si se revarsă (pătrund) 
unul cite unul in masa de fluid care înconjoară cilindrul. 
Dar, apar tot mai multe virtejuri care, de asemenea, se 
revarsă . şi ele in restul masei fluide pentru ca în final să 
rezulte aleea lui Kármán de virtejuri. Un aspect deosebit 
de important al problemei mişcării unui fluid viscos in 
jurul cilindrului circular este studiul formării acestei 
unde nestationare de separare şi structura aleei lui Kârmân 
pentru valori mari ale timpului scurs de la începerea mis- 
cării cilindrului. AT. 

În lucrările experimentale citate mai sus s-a măsurat 
lungimea frontului undei de separare pentru mişcări la 
diferite numere Reynolds. S-a constatat că pentru timpuri 
mici rezultatele experimentale cînd Re — 40, 100 şi 200 
coincid destul de bine cu cele teoretice obţinute de Kawa- 
guti si.Jain, respectiv Son şi Hanratty dar pentru tim- 
puri mari există anumite discrepanțe între aceste rezultate. 
De menţionat faptul cá Payne, Kawaguti si Jain, Son si 
Hanratty in studiile lor numerice n-au luat in considerare 
structura iniţială a stratului limită şi prin urmare rezul- 
tatele lor referitoare la această perioadă de mişcare contin 
anumite erori al căror: efect asupra soluţiei pentru tim- 
puri ulterioare este necunoscut. Revenind asupra acestor 
lucrări, Collins si Dennis au elaborat o metodă numerică 
de rezolvare a ecuaţiilor lui Navier-Stokes pentru mişcarea 
unui fluid víseos din jurul unui cilindru circular pornit 
bruse din repaus considerind o reţea de integrare mult mai 
fină, metodă care se aplică atit la momentul începerii 
mişcării (timpuri mici), cînd se folosesc aproximatiile teoriei 
stratului limită cit si pentru timpuri mari odată cu apa 
riția desprinderii stratului limită de conturul cilindrului 
respectiv ingrosarea lui. Rezultatele acestor autori se 
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 referà la numere Reynolds variind între 5 si co fiind in 

acord cu unele rezultate teoretice şi experimentale. cunos- 
cute. Printre altele ei au observat că pentru fiecarenumăr 
Reynolds există un timp adimensional ty după care. pro- 
cedeul lor iterativ nu mai converge şi că acest timp des- 
creşte cu creşterea numărului Reynolds. De aici concluzia 
„lor este că există o legătură calitativă intre valorile lui 
i, si timpul determinat experimental necesar tranziţiei 
mişcării de la starea inițială nestationará la cea. finală 
staționară. În plus, Collins si Dennis sint de părere că 
atit ecuaţiile lui Navier-Stokes cit şi ecuaţiile stratului 
limită sînt capabile să prezică tranziţia prin simplul fapt 
că soluţiile lor nu converg. Pentru scopuri practice aceasta 
concluzie este extrem de importantă. De subliniat; că ei au 
legat observaţiile lor de rezultatele lui Robins $i alții a 
căror schemă implicită de integrare a ecuațiilor stratului 
cimită comportă de asemenea dificultăţi de convergenţă, 
pentru valori foarte mici ale timpului. 

Deoarece metoda lui Collins şi Dennis nu se aplică 
pentru timpuri mari Patel, trunchiind seriile variabilelor 
mişcării la timpuri mai mai decit iy, a analizat evoluţia 
curgerii, in particular, formarea, virtejurilor secundare, 
lungimea undei de separare şi coeficientul: rezistenței to- 
tale la înaintare in problema cilindrului pornit bruse din 
repaus pentru numere Reynolds cuprinse între. 60. si 600. 
în continuare au urmat o serie de abordări numerice ale 
acestei probleme care, în principiu, se referă la. chestiunea 
desprinderii stratului limită de suprafața ` cilindrului, 
toate acestea furnizind o imagine destul de realistă: despre 
complicatul fenomen al separării nestationare. 

Dar trebuie insistent accentuat că rezultatele tuturor 
cercetărilor teoretice ale problemei mişcării, nestationare 
din jurul cilindrului sint acurate pint la momentul t, 
al apariției primei separari care, după cum am Văzut, 
are loc în punctul de stagnare din avalul cilindrului. Acest 
punct marchează apariţia unei regiuni de mişcare revers 
sau de viteză (relativă la cilindru) negativă în care grosimea 
stratului limită creşte rapid gi el se deplasează cu viteză 
foarte mare pe suprafața cilindrului spre înainte (către 
punctul de stagnare din amonte al cilindrului), tinzind 
asimptotic către poziţia desprinderii. staționare. Aşa de 
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pildă, Schuch studiind mișcarea impulsivă a cilindrului 
circular într-un fluid viseos prin metoda relaţiilor integrale 
a ealeulat:;eu un profil Pohlhausen de viteză formarea 
stratului limită pe cilindru urmărind creşterea regiunii de 
virtejuri (aleea lui Kármán) pentru timpuri mari piná la 
apariţia punctului de frecare zero al desprinderii statio- 
nare. Tinind seamă si de rezultatele experimentale cunos- 


cute: din? experienţele: lui Schwabe, Schuch a găsit că 


separarea staționară are loc pentru distanţa unghiulară 
egală cu 100°, începînd de la punctul de stagnare din 
față al cilindrului, valoare care după cum vom vedea mai 
departe este incorectă. Prin urmare soluţia stratului limită 
furnizează informaţii cruciale despre poziţia punctului 
de separare. | | 5 | ! | 
O problemă centrală a zilelor noastre in teoria stra- 
tului limită: nestationar este studiul mişcărilor din jurul 
obstacolelor prin includerea regiunilor de mișcare reversă. 
Astfel, Telionis si Tsahalis, Cebeci, Nguyen, van Dom- 
melen si Shen au elaborat diferite .algoritme numerice de 
integrare. a- ecuaţiilor stratului limită peste (acoperind) 
regiunile - de-migcare reversă. Aceste scheme au fost tes- 
tate (trecute prin computer) pe cazul: problemei cilin- 
drului circular sau eliptic pornit brusce din starea de 
repaus. Deoarece deja pentru t > 0,32 profilul vitezei 
nestationare contine regiuni de mişcare reversi înseamnă 
cá problema modelării numerice a mișcărilor nestationare 
este mult mai complexă decît cea corespunzătoare stării 
staţionare. O discuţie amănunţită cu privire là pro- 
blematica separării nestationare va fi făcută in cap. IV. 
Trecem acum la o prezentare detaliată a rezultatelor 
si metodelor cunoscute pind in prezent despre structura 
mișcării nestationare din jurul unui cilindru circular care 
pornește brusc din repaus într-un fluid viscos incompre- 
sibil urmărind determinarea diferitelor caracteristici ale 
curgerii. În acest scop să seriem prima dată ecuaţiile mis- 
cării care, in formă dimensională, sînt : 
ecuaţia continuității 
vee V* = 0 (3.1.1 a) 
ecuaţiile lui Navier-Stokes | 
PA 4x) — 4 pt + re (8110) 
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virtejului 
Qo* 


ot" 


EX x (V* X 0%) e vi FG, (Gt =V* x Vx) 
(9.1.10) 


unde V* este viteza fluidului, o* virtejul, t* timpul, p* 
densitatea, p* presiunea iar v* coeficientul cinematic 
de viscozitate. 


S 3.2. Mişcarea în stadiul ei initial 


Deoarece pentru un fluid incompresibil o transformare 
de coordonate nu modifică viteza lui, vom considera un 
sistem de axe cilindrice: (7%, 0*) legat de cilindru (fig. 3.1), 
curgerea, fiind simetrică în raport; cu ie a deplasării 
cilindrului (axei 02). 

Fie (0r 0) componentele vitezei in lungul axelor 
(r*, 0%), Uo, tj Si vo o viteză, un timp ŞI O viscozitate de 
referință, iar « raza cilindrului Si Sá daoia următoa- 
rele mărimi adimensionale : = 


o» ae Du, v8 = Uso, p* E e* Usp[ e, p- =a, 0* — 0 
= d, w = Vp Vy Re = Uoti vo e = Ute 


xis Ret oasa BAD) 


Fig. 3.1. Geometria problemei. 


Aici Re este numărul Ini Reynolds relativ la raza eilin- 
drului iar e o mărime mică (<<1) deoarece se conaidor 
mişcarea în. stadiul ei inițial cind cilindrul a parcurs E 
tanta unei fractiuni din raza lui. Pentru numere heynoic 
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UU a» T ^ 


moderate mărimea v este finită astfel că soluţiile ecuatiilor 
(3.1.1) se pot dezvolta numai în raport cu parametrul e; 
Din relaţiile (3.2.1) se observă că el= U,t/a= şi 
e(vt)¥2 = («/Re)? in care 7 reprezintá de asemenea un 
timp adimensional. — — j 

Substituind mărimile (3.2.1) în ecuațiile (3.1.1), scrise 
în coordonate cilindrice, acestea devin 


Ó d 
—— (ru — = 0 3.2.28) 
or VI) e 20 - 
Qu du. o Qu v? Op 
et A | or "a r | DOE J- or 
Du e es 
i 2y — — — — — 3.2.2b 
| at ds | g Uu apt ) T 20 ^ — | 
ps "9554 7$. m | 
zy, wv? ————— 3.2.2e 
+e ( V i r2 00 r? ) (< ) 
în care — n F ie a 
ð ked 1 29 


or? y^ Q0? r oar 


Dacă se introduce funcția de curent (r9, t) cu ajutorul 


ecuaţiei continuității (3.2.2 a) astfel. 


2 ov ho 
i 2 Lg ES (3.2.4) 
r Q0 or 


atunci din (3.1.1 c) rezultă următoarea ecuatie pentru 
funcția Y 


| g + A fi EE) — ea [Ay =0. (3.2.5) 


a en or 20 20 or 


139 


Scanned with OKEN Scanner 


În termenii functiei de curent condiţiile iniţiale și la limita 
ale problemei sint 


N 1 ) l | 
PU 4- Y Y = ¢ — ri sin 0 pentru orice r > 1 (3.2.6 a) 


r 
ov vt 
(20: Y = e — 0 pentru r 1  (3.2.6b) 
p 
Yor sind dacă 7 — oo. (3.2.6 c) 


Condiţia iniţială (la t = 0 +) provine din faptul ca 
în momentul începerii mişcării cilindrului stratul limită 
încă nu s-a format, mișcarea fluidului fiind in întregime 
ideală si potenţială. ER 

Pentru rezolvarea ecuaţiilor (3.2.2), respectiv (3.2.5) 
cu condiţiile (3.2.6), Wang [314] a propus metoda dezvol- 
tărilor asimptotice (matched asymptotic expansions, in 
literatura de limbă engleză). Aceasta înseamnă că domeniul 
ocupat de fluid se împarte în două regiuni : una exterioară 
stratului limită sau „departe” de cilindru sialta interioară 
sau în vecinătatea cilindrului și care în esenţă este regiunea 
stratului limită. Astfel, dacă se dezvoltă componentele 
vitezei, funcţia de curent şi presiunea din mișcarea exte- 
rioară în serii de puterile parametrului mic e 


u = U, + Un Eon, Pe Wire es 4... 


v = Vi + eV, + Peay Ea Ppt EPa or | (3.2.7) 
atunci prin înlocuirea lor in (3.2.2) $i identifiearea coeti- 
eienfilor aceloraşi puteri ale lui € se obţin în regiunea 
exterioară următoarele ecuaţii: 


D QV, 
<n (00) += 0 
(3.2.8) 
QU, E OP, avia d. 3B. d 
"00 Or TEN r 00 ' 
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RC U,) + [4 == 0 
or 00 
> aa "DU V, 0U. Vi P 
An +U, 9U;, E Vi dU, _ RA A par 9 Ps (3.2.9) 
Ot or r Q0 (A Or 
oV., +U, ôV, M. QV, UV, a ES OP» ş.a. d, 
or r 00 T r oO 


Asa cum era de aşteptat de aici rezultă că miscarea 
exterioară este ideală. Apoi, deoarece cilindrul pornește 
din repaus, prin eliminarea presiunii din aceste ecuaţii se 
găseşte că rotationalul vitezei exterioare este zero ceea 
ce înseamnă că mişcarea exterioară este si potenţială iar 
funcţiile V7 sint soluţii ale ecuaţiei lui Laplace, adică 


AYZ=0, n=1, 2,9,... (3.2.10) 


ecuatiei (3.2.5). | i 
Termenul principal 


i= (1 — =) sin. (3.2.11) 


Tr 


al dezvoltării lui We din (3.2.7) reprezintă funcția de curent 
a mișcării potenţiale din jurul cilindrului circular de rază 
unitate. Deoarece V satisface condiţia la limită la infinit 
(3.2.6 c) presupunem că 


Ye > 0 dacă r + 00, n —2,9, ...- (3.2.12) 


Soluţiile ecuatiilor (3.2.10) supuse condiţiei (3.2.12) sint 


CO | | | 
== y r7 LAS) sin w0 + Bud) cos k8), 
heel | | 
0m 9,9, «as. | (3.2.18) 


unde coeficienţii A, şi By se determină prin racordarea 
acestor soluţii cu cele interioare. . | 
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Acelaşi rezultat poate fi obţinut imediat prin perturbarea 


Revenind acum la regiunea interioară a mișcării să 
facem dezvoltările 


u(r, 0, t) = Y e" hw, CR, 0, 0), p(r, 0, t) — 2; e" Vp, (It, 0, t) 


$8 = 1 L7 1 


v(r, 0, t) = Y, c"o,(R, 0,0, Wr, 0,0 = y, em PER, 0, t) 


mel m=1 


y —1-4- eR (3.2.14) 


care, de fapt, contin ipotezele stratului limita şi anume ca 
variaţia vitezei în direcţia mișcării (peretelui) este mult mai 
mică decît în direcţia normală la suprafaţa cilindrului. 
Cu doi termeni a seriilor (3.2.14) din (3.2.2) rezultă ecua- 
tile primelor două aproximatii, in forma 


xg Est m Soia 10 Pa (3.2.15 a) 
at ðR? 99 
OD, ve Ol 5 OU n e 
oe, 20 =e pe eua DEE b.e) 
mes QR 2 OR T 30 OE ( xS y 
QU, 0294 OU Os | Ops 
T OR? ‘aR 100 . 00 
so Opes TO Odea) 
| — 00 . OR 
OP» OU, , Ws ð o \ 
M20, a = ——(Ru,) (3.2.16 b,c) 
oR’ OR 00 OR fp ' 


gi ele se rezolvă cu condiţiile la limită 


V(0, 0, t) = 0, wu, (0, 0, t) = v, (0, 0, t) = 9, (3.2.17) 
la care se adaugă faptul că viteza langentialá v, la margi- 
nea regiunii interioare, R — oo, o aproximeazá pe cea din 
regiunea exterioară pentru r — 1. Se observă cà ecuaţiile 
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(3.2.15) au aceeași forma cu ecuaţiile stratului limită plan 
nestationar. În schimb ecuaţiile (3.2.16) conţin termeni 
suplinentari care fin seamă de curbura cilindrului. Evi- 
dent în ecuaţiile de ordin superior vor apare $i alţi 
termeni suplimentari iar presiunea în direcția normală la 
cilindru nu mai este constantă. | 
Tinind seama de faptul că in cadrul teoriei stratului 
limită clasic presiunea este o mărime constantă, avem 


Op, OP, OV, 


= = 0 
ET, 80 Ot: dia 


şi ecuația (3.2:15 a) devine 


care trebuie rezolvată cu condiţiile la limită (3.2.17) $i 
de racordare corespunzătoare. Conform principiului asimp- 
totic (v. van Dyke [307 ]), condiţia de racordare este 


eco, 0, t) = V4(1, 0, t) = 2sin 0 


unde V,(r, 6, t) = OW {/Or = (1 + 1/r*) sind. Prin urmare 
avem. i9: trus Siete Skeets a ee etm ine 
v, = 9(1 — erfe n) sin 0 | 
7 Da a aires a eee ! (3.2.18) 
vic Ay vi | — n erfc 0 + PA (gc = 1| sin 8, 


in care n = RV wt = (r,— 1) Rea. De aici re- 


zultá (0v,/0.R)n.9 > 0 pentru 0 < 0 < x ceea co spune cà 


aproximatia de ordinul unu nu prezice nici un fel de 
separare a mişcării de suprafața cilindrului, — — : 

Coeficientii A,(t) si B,(t) din expresiile funcțiilor i 
(3.2.13) se obţin după cum urmează. Se exprimă dezvol- 
tarea interioară ei + e"Wi-- e"W, + ...1m raport cu 
variabila exterioară r care se păstrează fixă cind se, face 
c să tindă la zero după care se revine la variabila Æ; se 
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dezvoltă apoi funcţia de curent exterioară Fi + eV? + 
F hs dee in serie Taylor în raport cu e gi in terme- 
nii variabilei R; acum din condiţia de racordare a lui 
evi sh 85 Vi-L... eu FE + eY$-- s? VG 4-...... într-o 
regiune intermediară se găsese coeficienţii A;(t) și B,(t) si 
prin urmare funcțiile V7. Astfel, în cazul funcţiei V5 avem 


cV! —2ecR sind — i pt sin 0 
TE 


We1 + eR, 0, t) + E1 e R, 0, t) = 
— 2 cR sinh + eV,(1, 0,t)+.... 


De aici, in virtutea condiţiei de racordare, avem 


4 /~ sin 6, 
TU 
iar prin comparaţie cu (3.2.13) se obtine soluţia exterioară 


S ru 
2,—1 


„PoE sine cos ORE opes 9 


quc c4 
a m fT ? or m r? 


Această soluţie, spre deosebire de teoria stratului limită, 
indică existenţa unei curgeri exterioare induse şi care 
este rezultatul efectului de deplasare cauzat de ingrosarea 
stratului limită. De fapt efectul lui F$ este echivalent cu 
cel al unui dublet a cărui intensitate creşte proporţional 
cut. Deplasarea, curentului este simetrică în faţa şi spa- 
tele cilindrului datorită simetriei soluţiei interioare de 
ordinul unu (3.2.18). | . M 
Acum se pot rezolva ecuaţiile (3.2.16) în care 


© Ops Pal: TR ig SL +. 
90 00. y-1 X Ot r=) Or: rz 
we nuper ei a c a | ei re 
+V] Li eb Via = 2 |[3- i5 sind + 4 sind cost. 
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Cu această expresie pentru —dp,/00, din (3.2.16 a) 
se ajunge pentru aproximatia Vy la ec vatia 


Vo 9? Va ; h 1 
ad — vy AB P yz (1 “i 67 "sin 0 4- 
Qi ay | 


2 
-+ i — (1 — erfe n)? + j| — 1 erfc + 


alee à ve} sin 0 cos0, 


care trebuie rezolvată cu douditile la E (3.2.17) şi 
de racordare in regiunea intermediară cv, + e = Vi as 
+ eV, sau E RUM | rs 

vlo, 8 i n - ww] sin. 
pipi t câteva “cadenle rezati r iw 
B. E [za - — ey — 95 + 35 € erfe stes sn0- ~ 


s 


| + 4t I(x — 2) et ac Wed erfő n + 
7t 4 


per Be bb si iat tii ca Pe 
e haw ni [3 + — | mâterie n + 
GE 3r ( +3] 3 


| | 9 
E (1 e s Je" En Be ge EB Miel sin 0 cos 0 
7 


37 an T 


_ HORSE TEE MRE 
Pi — | me + 2 ELI erfe y) + 


Es 


3m , 3 : ya M 
5! 2 erfc 7 ez ne d sno t svi "es 


e-"' erfey — 
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4 
" 
j 
i 
[i 
4 
: 
e 
t 
y 
îi 
M 
* 


| <7 1 i , 2 | 
erfe (23) 4- p^» n? erfc?y — Vk 1^e-^' erfe 4 + 
dp 


3| c +? t) 


i i 1 Be 1 4 3 
sp qn ee N). OPEO a Vs ( — EY anit — 
A 7C Y^ 


Or 


97 T T 


4 qn o 
— (1 xm s Jv erie y -+ += (1 -}- "D ec" -L 


i obi. 
+ —— erfe y + ríe y, erfe v + 
3 spits omy 5 CA 


un i EN ede 1 sin o cos 6. 


Soluţia problemei (unică) se obține prin reuniunea solu- 
tiilor interioare şi exterioare dar lăsind la o parte termenii 
de racordare din regiunea intermediară sau termenii co- 
muni. Aşadar, in aproximatia de ordinul doi avem . 


aree | | , 2 T 9 
v=(1 + — — 2 erfey] sin 0 + — = ge- - 
i at £g : 


r2... Vr Re 


a 


+3 y eric 7) Jine 4- t] imm new? erte y-t 


ti" 


a l " 2 Nt 
IT G — =} erfo*w +a + 
1t 
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F d 4. P 
yY — (" ==] sin 0 + — : 
me 


4 1 | n? y f 0 
mj 86 eyan erten sin 
Vx Re , | n) T 


e | — = J- (1 + 6y") erfe 4 — y ne] sin 0 + 
d. = [= B — a d sz e-” erfe 7 E 
xs erfe (V 24) + Z mo ere? -x ae — erte a+ 
teer — " F mepri] e-" — 


—[1 +—— {in erfe n eu oy enw + 
| ( "LL i Lys i a | T 


nO. i AE ri | 
——— erfe echo] erfe 7 + 
"aa 1C 7 + 3 34 n erie n 


pe [ae E 1) Jsin 0 cos 0. 


Pornind de la aceste rezultate Wang a determinat 
cîteva caracteristici ale mișcării fluidului în jurul cilin- 
drului circular, printre care timpul trecut de la începerea 
mișcării pînă în momentul desprinderii fluidului de cilindru 
(timpul de separere t,). De fapt, după cum vom vedea in 
cap. IV, în prezent se poartă multă discuţie pe marginea 
definiţiei desprinderii (separării) stratului limită nesta- 
tionar de suprafaţa obstacolului pe care se formează. 
Deoarece analiza prezentă se bazează pe rezolvarea ecua- 
tiilor lui Navier-Stokes, separarea se definește ca locul 
punctelor. de pe cilindru în care frecarea se anulează sau 
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in care virtejurile dispar. Astfel, condiția (0v/dr), 


A . M MUS * $ =] E 0 
furnizează ecuaţia timpului de separare 
4,1 ++ a t, cos 0, ++ EJ i^ --2.— 0. (3.2 19 
: Se S 8 Re * m d. (3. .19) 


Rezultă de aici că desprinderea se produce prima dată pe 
generatoarea din spatele cilindrului 0, = x. În cazul stra- 
tului limită (Re > oo) din această ecuaţie se obţine că 
prima separare (0, = x) are loc la momentul f, = 0,35, 
valoare care coincide cu cea determinată de Blasius. Ana- 
lizind puţin mai atent ecuaţia (3.2.19) ne dăm seama că 
aportul lui Wang în estimarea lui t, constă in adăugarea 
termenului (12(x/Re)/ la ceilalţi doi corespunzători solu- 
tiei lui Blasius, stabilită în aproximatiile teoriei stratului 
limită, prin aceasta el extinzind soluţia lui Blasius la valori 
finite ale lui Re. Dar, soluţia lui Wang nu este completă 
deoarece în ecuaţia (3.2.19) nu se include termenul în 
i2 evaluat de Goldstein si Rosenhead. Mai mult, aceasta 
soluţie este incompletă chiar si pentru Re — co. În scopul 
îndreptării acestei situaţii, Bar-Lev şi Yang au determinat 
si aproximatiile de ordinul trei din dezvoltările exterioare 
(3.2.7), respectiv interioare (3.2.14). Astfel, pe o cale ana- 
loagă celei descrise mâi sus, din condiţiile de racordare 
ei au găsit 


| 1/2 
Y= — t "sin -F Ase 3 ie cos 0 
7 "Yn 73y2. 9r 
aF: > 
(o0, 0, t) fs = 3R? sind — 
OR R=% 
Jic nibo: A ecu" 
gri uer sin0 -+ vtsin0 — 
; TU 3 mae) 
ic t( vt)! ? Em uae 1) sinð cost, 
(r A 8y2 Om v c a 
după care folosind. ecuaţia (3.2.5) TE săsesc aproximafiile 


v, si Wi. Caleulele fiind extrem de complicate vom da alei 
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„numai rezultatele soluţiilor unice (reunirea soluţiilor 
i interioare si exterioare fara partea lor comună) ; avem 
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i 1 
E (: dpa eme eed OTLC 1) sin + 
p2 


2 Es "INR " 
vat nob 7260” + din erte» | sind - 
+ Y Re pi z T / er en) sin 6 -+ 


AS 


2. — 22 ee 1 F; n2 
eitje tA i a iaa 
s tell tx)" IE + 


| E. vica E m “| erfc n} sin 6 cos. + 
S Br 3] |] 


ate i] T" = qe" erfo» +{ WPS r$ erfe? y + 


B23 
T 1 | | 99 în. 
— | — — (1 + 32 n?) erfc —— mei sin + 
£24 TF n”) PT | | 
La. f 24mm. 4p 2 \ 
PoE eo ne E OY a aS 
* [Re | zi 3 | on] pog 


16 3r 4 
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3i (em T) v]. edi i 


CywA-BE- ge 3797 
= 5 | 2 ose fân) — a Gs ne7 sa 


O 41/9 
-5 (42 =l iah sin cos0 -+ | 
yz 3 9n 


+ 572 [fi(m) sin® eos?0 — fol) sin 70] 


1 AM Rs s | 
reia ai [gp emm -n Jl. i 
( +) sino 3 ES, | p e j frentes) sin 0 + 


Ier IERI. E 
: ue | Tee 1 + 6n? f Aant [E ^l 
"x + (1 + 69") erfe n Ve | sim zj 


a 


acis ai li e A = ] ze Il inre. EX i: 
RE a Vr 82. 9m pepo [E tee Su An 


erfe (23) + = 1? erfe* y t m. ne e-*' erien + 


8 
3y2z 


1 i ee LA Sua 
Eu qe — = nerion += (5-5 }° 2 
an | 2 Va 


— (1 + J^ R + ali ere + 
yx In} | 


“+ SUM erfe n -+ us xz) y erfe y + 
» alm 2 8x) as 


1 


Vr sys 9. 


fs 1] sin 0 cos us 
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32 
2 


Brey aon kde ee f 
sU ux. Poma vM —— y)" = erie s 
| (E) | 1 Ü 1 


15 1 | 
—— (1 — e-")| sind + 16 —— — 
uri | F 16 2 i if + 


i 1 
= me — — | orfe? a [m n? 
TM E dii mU" 
per VU | i472), 
aa) (Bei) 


| i 
E sen e] - its tea = 
3r | : ocak c 2 4 Ş 128. 247 


1 (51 
en (n +2) ete n) m|- p [= X PET 
Ty 2 265 | 7. PR CUT 4 M 
s. TR A40. Ü al : 


l il — 2x8 RS za) 
as LE or, t dos a2] ^ 


i) 
i sino cos26 í fi(n) dy — sin*0 | acan | 
5 | d 


4 16 
| Re 
în care s-a notat 


NT 
fin) T + 3) erf? v dide ++) pt 


"EA Fu wt) (lam? + 15m)e- cM 4- 
F T OT 
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yi 
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~ 4073/2 


d ri nd 
47? — 5)e-?"v | erf  — ———|10 E -- aa) (P + 
" : | | i el | 0T 


(9 e tu (+ al ent 
| TU V7 4 OT ye a 


ts Fas] t" + 1) 672 — 


16/2  ., | 
k (187? + 31») ee TA e-"'erf (23) — . 


NS. sum an +3) eri Aan E 


zx 2 E i: an TM ams E 3) = 
=: Toa T 


— — — 


„507 | 45r? zm 


: nouo JE 
E = faln yere eri m ol 


l | LL: 
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49/3 (am + 1942 +8) ert (99) + 


|. 10x 
poe i ‘x T T2 + 3) — 


On 


—— 


Adis se ó posite calcula timpul de separare i, in aproxi- 
mafia de ordinul trei. In acest scop din condiţia (8v [0 R)g y = 
= 0. rezultă ecuaţia 5 


4 ^3. te 

22-7 Ip 008 4, -— ——— 
EET ret + E vrbe | Ir- Re 

| OL liis n a ts 
a (ra aane ap E 6089, 


5. [108 y3 — 89. idis E m 
Jn  .. 135r” 2 me 


65_ 97/51 _ 1) sino] t= 
452: 50 30m d Mad ati 
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Se constată de aici că prima separare are loc tot pe 
generatoarea 0 — x. În aproximatiile stratului limită 
(Re — oo) timpul primei separári 7, este rădăcina pozitivă 
a ecuaţiei 


512 Y icc 11] 
3415 pa 4 (2160/8 — 178) 5^1 + 18 
E TA / 3 | t 


4 
+2 (1 XL "p 


care dă t, — 0,3195, valoare obţinută și de Goldstein și 
Rosenhead. Acum se vede clar că prin considerarea apro- 
ximatiilor de ordinul trei în metoda racordării dezvoltă- 
rilor asimptotice rezultatele lui Wang se îmbunătăţesc 
în mod calitativ. Procedeul poate fi evident extins la 
aproximatii superioare, dar aceasta constituie o problemă 
tehnică deosebit de grea, reclamind un volum de muncă 
foarte mare. | 7 


§ 3.3. Metodele lui Collins si Dennis [52 si 53] 


Acesti autori au reconsiderat problema mişcării unui 
fluid viscos incompresibil în jurul cilindrului circular care 
porneşte brusc din repaus urmînd o cale diferită de cea 
propusă de Wang. Ín prima lor lucrare, Collins şi Dennis 
consideră soluţiile ecuaţiilor lui Navier-Stokes  dez- 
voltate în serii de puterile timpului 7 Și variabilei adiţio- 
nale k = 2 (27| Re)! in care Rep este numărul lui Reynolds 
relativ la diametrul cilindrului. Aceste soluţii se refera 
numai la stadiul iniţial (incipient) al mişcării sau valori 
mici (< 1) ale parametrilor « și k. O particularitate a me- 
todei lor este că nu se mai cer dezvoltările interioare și 
exterioare ci se determină numai soluţia interioară cu 
condiţia, că la distanţă suficient de mare de cilindru ea se 
reduce la soluţia mișcării ideale și potenţiale (exterioare). 
În cea de a doua lor lucrare, Collins si Dennis rezolvà 
ecuatiile mişcării direct, rezultatele fiind valabile şi pentru 
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intervale suficient de mari ale timpului trecut de la înce- 

perea mişcării cilindrului. În continuare vom expune 

aceste metode împreună cu rezultatele degajate de aici. 
Să considerăm un sistem de coordonate polare 

(r*, 0*) legat de cilindru astfel că acum 0* —90 coincide 

cu raza punctului de stagnare din spatele cilindrului 

(v. fig. 3.2). Evident, cind ne reterim la rezultatele lui Wang aly 
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r 


Uo; 
—— à 
Fig. 3.2. Geometria probiemei. 
. -_ aa 
aoe al 


sau Bar-Lev si Yang se înlocuieşte acolo 0* cu 180? — 6*, 
Introducem in ecuaţiile (8.1.1) mărimile adimensionale 


6 =In(r*/a), = 0, Ta Uyak’, or —U ofa 


* 7 - T 5 ? y a 


unde €=0O corespunde suprafeței cilindrului iar 
3*(0, 0, o*). În studiul numeric al acestei probleme este 
comodă transformarea distanței radiale 7* printr-o 
funcţie exponențială deoarece domeniul curgerii variază 
mult mai repede in vecinătatea cilindrului decit în 
regiunea îndepărtată de el. 

Acum, din ecuaţia continuității (3.1.1 a) si formula 
virtejului (6% = y* xV*), avem 


u^ Ay 
oM A "m" 
WU, == 675 RN e. 4) = e a”8 do aad (3 wed a) 
Af Vt 
00 QE 
n Ou Qv | | "ER 
GU = e7& — — gue oni, Pee v . i (3.3.2 b) 
zii 00 Q E. 3 
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Aceste relaţii împreună cu ecuaţia virtejului (3.1.1 c) 
definese următoarele ecuaţii pentru functiile Y si o 


yw gy | | 
T. ED ae — ey (3.3.3 2) 


ee manea 


. do 2 020 8w OY dw | OY Aw 
e s : J^ Tur ae (3.3.3 b) 
3 00 00 oE QE 00 


şi ele sint supuse condiţiilor la limită pentru «0 


yo cn “pentru £—0 .. (8.3.4 3) 


ent is 5y gini, et + cos0 dacă E> oo. (3.3.4 b) 


In ceea ce priveste conditiile (3.3.4 b) ele rezultá din fap- 
tul că, mişcarea la distanţă mare de cilindru este ideală si 
potenţială iar acolo u = cos 0 si v = — sin 0. Se presu- 
pune de asemenea că mişcarea fluidului în jurul cilindrului 
“rămîne simetrică în raport cu direcţia deplasării lui şi 
prin urmare funcţiile ¥ si œ sînt antisimetrice fata de 
6—0 si 9 = m iar in particular 


Y —.0:—:0 pentru: — 0: $i-0.—.7: (3.3.5) 
Pentru rezolvarea ecuaţiilor (3.3.3) cu condiţiile la 
limită, (3.3.4) se presupune apriori că funcţiile Y $i o se 
pot reprezenta prin serii Fourier de forma 


00 E n coe - 
y — Y fal ET) Sin n0, o = b» dal E, t) sina0 (3.3.6) 
n-l 


sal 
care sînt compatibile cu condiţiile de antisimetrie si de 


asemenea satisfac relaţiile (3.3.5). Eeuatiile funcţiilor 
fn Si ga se stabilese după cum urmează, Se introduc seriile 
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(3.3.6) în ecuaţiile (3.3.3), apoi se inmulteste fiecare 
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ecuaţie eu sinnô gi se integrează în raport cu 6 între 
limitele 0 = 0 si 0 = x; după citeva calcule rezultă sis- 


temul 
ial , : 
— a = eg, 3.3.1.8 
JE? / J ( ) 
ig; A ! A 
ert Og. ERES Ga. + nfa Ogi 
Oe Rep 04° TAM 
in care Im ee 
| I xt 
S, Ee 9 YN fec + Mats — if] 
i m=] à 
qute MEAS. godere E pop des 
Hm | — son m — n) d np. 
2 um - sen (n = rs fn | 
j j= = |m — n] iar sen (m = — n) înseamnă semnul lui m — n 


cu sen(0) = — 0. Deoarece numărul n poate lua orice valoare 

pozitivă, ecuaţiile (3.3.7) determină cele două seturi 
infinite de functii Îa(£, 7) Și ga(5, 7). Dar în practică seriile 
(3.3.6) trebuie trunchiate la un rang finit, de exemplu no. 


Aceasta înseamnă că toate functiile fa Sig, cu indicii 


^- Hg din ecuaţiile (3.3.7 ) sînt identic nule rezultind 
atunci pentru pem mişcării 2m, ecuații dife- 
rentiale. 

Să stabilim acum condiţiile la limită ale ecuaţiilor 
(3.3.7), În primul rind din (3.3.4 a) avem — 


În = 
0E 
O altă condiţie, care este o consecinţă a mişcării poten- 
tiale exterioare, este 


gilt, x) > 0 dacă E — oo. (3.3.8 b) 
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f. = 0 pentru § = 0. . (3.9.8 a) 


Apoi, din (3.3.4 b) rezultă, 


e- 5f, > Sy, e75 P — 5, dacă & — oo (3.3.8 c) 
( 3 


unde 3, = 1 si 9, = 0 pentru n = 2, 5, . 

În practică însă condiţiile la limită (3.3.8 c) se inlo- 
cuiese printr-o relaţie mult mai convenabilă (pentru ana- 
liza care urmează). În acest scop să amplificam ecuația 
(3.3.1 a) cu e7"5 şi apoi să o integram de la & = 0 la £ = co. 
După o integrare repetată prin părţi și folosirea condi- 
ţiilor (3.3.5 a, rezultă relația 


b) 

co 

etus ode = 28, (3.3.9) 
E v dere m A 
care trebuie să aibă loc pentru toate valorile lui 7 și pentru 
orice număr Reynolds. În consecinţă relaţiile (3.3.8 a, bj 
şi (3.3.9) constituie condiţii suticiente pentru rezolvarea 
problemei. Collins si Dennis au arătat şi reciproc că dacă 
sint adevărate condiţiile (3.3.8 a, b) gi (3.3.9) iar g„(& 7) 
este astfel că e?5g,(£, =) este mărginit cînd č > co atunci 
automat sint îndeplinite şi condiţiile mişcării exterioare 
(3.3.8 c). | | dico | 

În continuare analiza se va face folosind variabilele 

stratului limită. Astfel, în locul lui & se introduce coordo- 
nata x specifică stadiului initial de mişcare lar tunetiile 
Y și o se exprimă în serii de puterile lui 7, serii convergente 
numai pentru valori mici ale lui + deoarece pentru c mare 
nu se cunoaște comportarea lui e*5g,(5, 7) cind Sy OO. 
Se știe că pentru pornirea bruscă a cilindrului din repaus, 
grosimea stratului limită iniţial este k = 2(2r/Repkă 
iar funcţiile Y si o sint proporţionale cu X respectiv k-*. 
Atunci, introducind in (3.3.3) noile variabile 


E = ha, Y = hă(a, 0, 7), o = h^! Y(o, 0, «) (3.3.10) 


ecuatiile (3.3.7) pot fi înlocuite prin ecuaţiile echivalente 


OX, yp s (3.3.11 a) 
da” 007 Hj 
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JD ye gem (+ TAM | == 44 (e Sr Q9X 0Y.- 
Qa? E Qa 07 00 On 


0X OY "yl s 
TESI DIA -) un (3.3.11 b) 


dw 00 902 
a căror condiţii la limită rezultă din (3.3.8 a, b) si (3.3.9). 


Presupunind soluţiile ecuaţiilor (3.3.11) dezvoltate în 
serii de forma 


= Talay? T)", Y- = y Y,(a,0 je (8.3.12 a, b) 


5 n=O - 
după citeva on de obţine sistemul - 


Wr. (uL. e Oa osia 


0m*:.. .-00* flo (m—m)! 
nov * 2 = FS ETAT 3 ză P fi: x | 
PEUT rg li a Pre L 
Ox? 9 92 : în =0 (n—m)! = “On Oz 
__ (m Lm Ur, |-2 "Gr BIEGI 0 X, uet) = 0: 
00 2 a = OOO 


(3.3.13 b) 


în care funcţiile cu indici negativi se iau egale cu zero. 
Condiţiile la limită asociate acestor ecuaţii sint 


Ain mm JA. =0 pentru æ =0 
«m ! 
| : (3.3.14) 
Ug d 0 | dacă  & > co 


în timp ce condiţia, (3. 3.9) se poate expr ima ca o integrală 
dublă în forma, 


e?- Y(a0, x) sinnOd0da = mă (3.3.15) 


Oe g 


159 


CE Scanned with OKEN Scanner 


Dacă în această relaţie se substituie funcţia Y cu dez- 
voltarea sa (3.3.12 b) iar e@-"** ge dezvoltă in serie. de 
puterile lui k, atunci vor rezulta niște condiţii de tipul 
(3.3.15) pentru Y,(a#, 0, 7). Vom serie explicit aceste con- 
ditii în momentul cînd se rezolvă ecuaţiile (5.5.13). 

Mai departe, în acord eu teoria stratului limita, să 
reprezentăm funcțiile .X,(«, 0, 7) şi Y„(, 0, 7) prin seriile 
de puterile lui « 


00 00 
Xn = > Xam (Wy 0)”, Y, — b Y (2, 0) TU (3.5.16) 


m -—1 1n —0 


si să arătăm cum se determină analitic citeva din aceste 
funetii pentru diverse ordine de aproximaţie. 

Aproximatiile stratului limită. Să observăm cá în cazul 
teoriei stratului limită clasic (Rep — co) parametrul k = 0 
iar funcţiile X, si Y, reprezintă aproximatiile acestei 
teorii şi sint date de ecuațiile ai = 


Vv it T 
0 X = Yo (8.3.17 a) 
Cu" ' 
OY lys 9 De) ay) 
Qc? | 


— 
——— —— ——— —— 
——— cuv 


às Y, (Xe. AYoL 04 id (3.8.11 b) 
| Gad: - 0m dm 00 

supuse condiţiilor la limita, (3.3.14) iar in plus Y, trebwe 
să satisfacă, dupa (3.9.15), şi. relaţia — 


oo T 


po | | Y,sinn0d0da,— 79,. 3.18) 
0 O0 


w 
Vv 


E Substituind. seriile (3.3.16) in (3.3.13 b) se găseşte că 
ecuatia primei aproximatii Y, coincide cu ecuaţia funetiei 
Y,(#, 0, 0) obţinută făcînd t = 0 in (3.3.17 b). Soluţiile 
ecuației rezultate, care satisfac condiţiile de antisimetrie 
(3.3.5), sint | 


rre edant mine dei Pra 


¥ 


| CY, 0) = (Amr + nel E vj M 


0 
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pentru orice n întreg; in ] 


nouo Pipe: Pappe plus functia Yo(4 0, 0). trebuie 
să satisfacă si relaţia (3.3.18), Deoarece 2 bi tis 


* 
+ 
A 


s S i 1 x Ed ; s ATRASE eLo:j 
emih ehde ~ el pentru y» — o9, sii 
' 90 ^ : 3 
0 
atunci condiţia (3.3.18) este realizată numai dacă A, = 
= dz, A, — 0 (n z 1) şi B, = 0 pentru ‘orice ni Prin 
urmare avem ch. 


| 4 oe i 
Yo, 0, 0) =-= e= sin... = (8.3.19 a) 


i TE " 


Revenind acum la ecuaţia (3.3.17 a) pe çare o integrăm 
de: două ori rezultă : ^ 2 . 5.5.16 e onc 
yz 


si ea coincide cu primul termen din soluţia lui Blasius. Se 
"pune in mod natural întrebarea dacă soluţia (3.5.19) apro- 


 ximeazá mişcarea ideală. exterioară. În acest scop com- 
ponenta, vitezei în direcţia mișcării (peretelui) este 


9-—-—e5 ot = "EC —: — 92 erf a sin 0 
dé ax 


si ea dovedeşte ca pentru 4 — co este compatibila cu 
componenta corespunzătoare din mişcarea exterioara. 
Gu totul alta este situatia pentru componenta radială a 
vitezei în stratul limită; aceasta este dată de relaţia 


1 


E (o-*-1) [eos 0 


liL => Q7 ^5 mire 


nu DĂ 
01 == jet? Ao, x | ert v-t 
00 Ag 


si se observă, cum de altfel prezice şi teoria stratului li- 
mită, cá deși este de ordinul parametrului k, pentru 
4? — co ea nu coincide cu componenta radicală a migearn 
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exterioare. Această, nepotrivire a fost semnalată, de Barrett, 
[14] dar, se pare, el n-a reuşit s-o explice. Nu este greu de 
verificat că metoda prezentă rezolvă această situatie. 
Astfel, substituind soluţia (3.3.19 a) în ecuaţia (3.3.3 a) 
se obţine pentru funcţia Y expresia, (v. Collins si Dennis 


[52 ]) 


y= Sen Oe e e ai l le era (+ —3 i) + erf n " — 
l + erf E 2 2 2 


— eh "ens ens t — >) -|- et (2) |n 0 (3.3.20) 


fiind valabilá in toatá regiunea ocupatà de fluid dar numai 
pentru valori mici ale lui k. În interiorul stratului limiti 
coordonata & are valori mici si atunci dezvoltind in serie 
după k expresia de mai sus şi neglijind termenii de ordinul 
lui k se obţine aproximatia stratului limita (3.3.19 b). 
Înafara stratului, unde œ poate avea valori mari iar č = 
= ko valori finite, din (3.3.20) rezultă 


Y = (eë — e-*) sind + O(k) = (1 3j = sinð + Off) 
! r 


si care pentru k > 0 sau stadiul initial de mișcare (+ = 
= 0--) se reduce la functia de curent a mișcării ideale 
potenţiale din jurul cilindrului. În fine dacă č > co atunei 
Y ~rsin 0 pentru orice k finit de unde rezultă clar că 
miscarea potenţială exterioară este aproximată. | 

= Revenim acum la ecuaţiile funcţiilor Xon $i You pe 
care le seriem în forma compactă 


a Yu (3.3.21 a) 


Ox" 


OPV on 
oge? 


DA 
Ox 
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avind condiţiile la limită 


ry " wae 
dion 


Xon = = = 0 pentru «= 0 (3.3.22 a) 
O 

Yon 0 dacă œ — oo (3.3.22 b) 

oo r | 

| | Yo, Sin pO dO do = 0 | (3.3.22 c) 

0 OQ 


numerele n si p fiind întregi si pozitive. Funcțiile 7,, sint 
date de membrul drept al ecuaţiei (3.3.17 b); fop = O iar 
Tor pentru x 2 0 se determină în raport cu .X,; si Yo; unde 


3 <x». Este evident că ecuaţiile (3.3.21) se rezolvă succe- 


siv. În particular funcţia 7, este - 


00... aa E „20. ES 


16 


= yet" | Gat enata + UR - r(e” uo n] sin26 - 


„şi dacă punem Y, = ¥q(2) sin20 ecuaţia (3.3.21 b) devine 
Ya + 2a Yi, — 2Y,— ! 


i iz (Qu? - 1)e- erfa = afe 1) e-*. (3.3.33) 
Um Jit | 


Vom urma procedeul din $ 1.3 pentru stabilirea soluţiei 
analitice a acestei ecuaţii. Astfel, soluţia generală a ecua- 
(iei omogene ataşate lui (3.3.23) este 


Y cg 1 : 
York e Ax -- B (^ erf q J- ri e) 


unde A si B sint; constante de integrare iar soluţia parti- 

culará a ecuaţiei complete (3.8.23) o căutăm sub forma 
part — (w) ert?a -+ M(x) ert a + A (æ) 

163 


CE Scanned with OKEN Scanner 


în care L, M şi N satisfac ecuaţiile diferenţiale 
L” + 200’ — 2L = 0 
M" + 20M’ — 2M = 


16 
-S pe- d9 (oma + Lje” 3.3.24 
rig stie os P cip 
N” + 22N' —2N = 
_ 8 quos — mpre = SA (ee ije”, 
z ga a pila i : 


Primele două ecuatii au soluțiile == 


Ha) = = Kai HD) See ee l3 pa. 
| K fiind. o constantă deocamdată nedeterminată. Acum 
| ecuația a treia din (3. 3 24) devine. | e 


WU ux — -9N — 3:1 È ast KŻ = aul mE ae CD. qe 


ri" 


de unde rezultă K E a "prin | Pinar avem 


e, 


Lia) = — 48, M(x), = p (Qa? — le^" 


N(@) = —. qe-2? ——— (qe e^, 
| ductum 


În final soluția ecuației i ae! este 


. R 


Yu = e "i 4 B d erf- W 4 Ys Les d jac ert? : eo 


(20 — 1) m erba + Ei (30 — 4) «^ sin 20 
TC i l 


+yz 
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în care constantele A $i B, determinate din condiţiile la 
limită (3.3.22 b, c) au valorile A = 8 (1 + 2/37) şi B = 
= —A(1 +- 4/37). Aceasta permite determinarea functiei 


Xo, prin integrarea ecuaţiei (3.3.21 a) în raport cu x gi 


tinind seamă de condiţiile la limită (3.3.2223) ; avem 
B 4 A 
Xn = — —— —— q H — «3 + 
je | 6r 3n 6 ip 
B Í 1 a e Te TE 
— 43 4+. — gy.) ert w+ (&?-- 1) el pes 


= EN — g | erf? g = il [(4z?.—- 11)e-^ — 4] erf z — 
3 3 


0 LL erf (V 2) — — ae” 21 sin 20. 


„Mai departe funcţia rj, este — — 


90. op. . à8 do da: 00 
1 7 d 
zur A = H,(#) sin 0 + H,(#)sin 30  ... 
óy a0 Tien 


[E] 


unde’ H (w) si Hæ) se pot. detérmina explicit. Expresia 
lui rog Conține termeni in sin 20 si sin 30 iar ro contine 
termeni în sin 0, sin 30 si sin 40. In general fo, este format 
dintr-un numar finit de termeni in sin pO. Ae astă Obser- 
vatie permite stabilirea soluţiei generale a ecuației (3.3.21) 
adiugind la soluţia ecuaţiei: omogene (ry, = 0), soluta 
particulará a ecuaţiei neomogene (fon # 0). Dar ‘ coma) 
omogenă, are soluţia de forma (a) sin pO unde (a) Sauls; 
lace ecuatia- nn ipak gag be tpm ant deren fining 
ll + Qaw' AL — 2n)w = 0. — 
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. Soluția acestei ecuaţii care satisface condiţiile de anti- 
simetrie (3.3.5) gi la limită (5.3.22b) se poate exprima cu 
ajutorul tuneţiei cilindrului parabolic D;(z)(v. Watson 
[321]) în forma. 


w(x) = ape" D. s (22) 


in care 4, este o constantă asociată cu o valoare particulară, 
a lui p din soluţia w(x) sin p0. Fie W,,(x, 0) soluţia par- 
ticular’; a ecuaţiei neomogene (3.3.21b); ea se obține 
observind că Y,, (c, 0) constă dintr-un număr finit de ter- 
meni de forma H,(#) sin p9 iar corespunzător fiecărui ter- 
men funcţia W,, contine termenul h,(x) sinpO unde b, 
este soluţia ecuaţiei Wis | 


hy + 2xh'p + 21 — 2n)h, = H, (3.3.25) 


eu condiţia, la limită h,(oo) = 0. Aşadar pentru ecuaţia 
(3.3.21b) putem serie ne | | 


Yon = e-?* D A (J22) y, a, sin pO + Wy, 
unde constantele a, se determină folosind (3.3.22c). Dato- 
zită faptului că -— e EEE TIE oe ELI 


99 


(e Day flde = 2-4) fn! 
ca 
y= gna L h (ad. . (3.3.26) 
V TC 


Ne putem convinge uşor că, numerele a, sint diferite ue 
zero numai pentru acele valori ale lui p care corespund 
termenilor periodici din 7,(a, 0). Aceasta sugerează ale- 
gerea soluţiei particulare h,(a) a ecuaţiei (3.3.28) i aga 
fel ca h(0) = 0. În final, prin două integrári a ecuaţiei 
(3.3.21 a), rezultă si funcțiile Xon. Din cele prezentate pra 
acum s-ar părea că lucrurile stau destul de simplu. Totus! 
practica arată că soluţii analitice ale ecuaţiilor (hdi) Ra 
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stabilese anevoie deoarece calculele sint destul de lungi 
pentru termeni superiori roa (n > 2) fapt pentru care sint 
mult mai eficiente metodele numerice de integrare a aces- 
tor ecuații. 

Coveeții de ordin superior, Metoda precedentă poate fi 
extinsă pentru caleulul oricăror termeni din seriile (3.3.12) 
si (3.3.16). Astfel, functiile Y,,, corespunzătoare termenilor 
K"4." satisfac ecuaţii de forma 


2y a 
ə ma i J PES oy mu 


+ 2(1 — m — 2n) Y mn — nn 2,9) 
Oe a Ow 


(3.3.27) 
cu condiţiile | 7 
| | Y,, > 0dacă g - oo 


| | (2— pya![j!]Y,.,,snp0dz d0 — 0 (3.3.28) 

Bate iUd eheu uc Roe E lee end 

, j pentru orice p> 1 întreg si. pozitiv iar m şi n nu sini si- 

^ multan zero. Funcţiile X,, se determină printr-o dublă 
integrare a ecuaţiilor rezultate din (3.3.13) cu condiţiile 
la limită Xy = 2X,,]0€ = 0. În particular, avem 


ð ior 7 b ji- ip E : Pw 
fig = — 49 (^ OF oo + Yu | = -— a(2x? — 1)e-* sind 


OK yx 


gi atunci | 

E dq. 
X159 E — erf y — —— a(22? + 1)e-" | sin 0 
TU 


Xo uc T a" (1 — erf a) — — ert a -F 


7E 


atiile făcute anterior cu 


Ramin gi aici în vigoare observa ‘ 
i acest procedeu permite 


privire la funcțiile Xon si Yon; 
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GeV V. 


Fie Yp, = P(w) sin pO o soluţie a ecuaţiei. ( 3.8.21) 


Li 


care corespunde termenului de forma r,, = L(x) sin pb. 


€ 


Functia (a) satisface ecugția — s 


BR" + nF’ +21 — m —225)P = H (33.29) 


a cărei soluţie particulară, conform ecuației (3.3.25), 


satisface condiţiile la limită /(0) = (co) = 0. Fácind 


transformarea I(x) = e-7/?d(z), ecuaţia (3.3.29) devine 


E sa "n 


O” — ala) D = pla) (3.3.30) 


unde als) — 2m +4n —1--a? şi p(s)= Hir) e*?. 
Dacă acum se alege o rețea cu pas constant h şi se foloseşte 
o formulă de aproximare cu diferenţe finite pe trei noduri, 
ecuatia (3.3.30) se poate serie in forma (v. Fox [85], p. 39) 
echivalentiiis (1B onde sb SSS SS 


la 
poi... #1 — Men) Oa — 
| Ts 3 i zi EET 3 lis 


5., 1. ui 
Să (2 + Wa) b — = Pii + 106; + 8,,,) 58. 


(3.3.31) 


în acord cu condiţiile la limită pentru t unctia La) avem 
(0) = (coo) = 0. Dar in practică condiţia (oo) = * 
se inlocuieste cu (1) = 0 în care l este o valoare suficient 
de mare a lui a, Pentru h si | fixaţi sistemul (3.8.31) deñ- 
neste o matrice patrata (ridiagonali care se poate calcula 
prin metode cunoscute. Apoi, soluţia (a) se adauga la 
soluţia, ecuației omogene (3.3.29), care este Ae" D 22) 
unde } = —m—2n, Deoarece această soluţie trebuie 


să satisfacă si relația (3.9.28) de aici se. determina, CoR- 
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stanta A, p intr-o formulă de tipul (3.3.26). Dificultatea 
este legată însă de faptul că funcția cilindrului parabolie 
nu este destul de exact tabelată si atunci se recomandă 
determinarea valorii numerice a expresiei A pe "D /2x)-- 
+ F(x) cu condițiile la limită (0) = A „D,(0) si (l) = 0. 
Urmind această metodă Collins si Dennis au tabelat coefi- 
eientii termenilor eu puterile ri, 45, 49 gi 4? în funcţiile 
AX, si Y, pentru n = 0, 1, 2, 3. 

Folosind aceste rezultate se pot calcula şi alte valori 
ale timpului de separare decit; cele date de ecuaţiile (3.2.19 
rl Asttel, in xproximatia stratului limită (k = 0) timpul 

i, al primei separări este dat de rădăcinile ecuaţiei 


n=0 . OX 


no 7 | "fe 
» dl e] = 0 (3.3.32) 
x=0=0, a z Df 


unde a, corespunde unui număr finit de LED in seria 
lui Y,,(#, 0, 7). Pentru n, = 1 se regăseşte t, = 0,35 iar 
pentru no = 2 rezultă i, = 0,3195. Alte valori.ale lui 1, 
pentru 2, = 3 la 7 se dau in tabelul nr. 3 e 


Tabelul nr. E 1. 


Valori ale timpului primei separári date de eeuatia (3.3. 32) 


Ng 3 | 4 | (B5 Fa |o 
PENNE NENNEN — f vit Mel "PII nce c qae 
Papas | | | 
ts 0,3205 | 0,3218 .0,3220 0,9220 | 0,3330 | 


Se poate de asemenea cer Geta, paidi timpului primei 
separári în raport cu numărul lui Reynolds Fep plecind 


de Ja ecuaţia — | | oe : 
i dă 0 Y, : fey 3 33 
3 h" n == 0 71 (9.9.0 ) 
Pest dv Jynoao "T T 
care include în funcțiile Y,(#, 9, v) | ! 
numeric de Collins şi Dennis. Asupra acestor rezuliate vom 
reveni puţin mai tirziu. | 
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" Dacá C„(7) este coeficientul acțiunii (rezistenţei) 
hidrodinamice totale exercitată asupra cilindrului atunci 
el este dat de formula | | 


to n 
Os) = X sin 8 dð — E £3 sin 0 dO 
Re; 1 Rep y 0& Je=0 


(3.3.34) 


în care primul termen reprezintă coeficientul de frecare 
C,{(z) iar cel de al doilea. termen coeficientul de presiune 
C,(z). Din (3.3.6) şi (3.3.34) rezultă 


047) = x (2Rept) Y? [2,257 + k — 0,14 k? + 0,062 k? — 
— (0,092 — 1,6k + 6,9 k? — 22,7 k?) 73 — (0,074 — 


— 1,24 k + 12,12 k? + 24,35 k*)«* + (0,008 + 


+ 0,196 k) «9 + 0(«5)] DN 
C,(2) = n(2Reyx)- [2,257 + k — 0,14 k? + (4,59 — 


— 22,1 k + 18,8 b?) c? + (2,68 — 40,5 — 219,8 ki?) + 
+. 0,894 «9 + O(18)]. | (3.3.35 b) 


Trebuie să subliniem cá nu se cunoaşte precis şirul 
valorilor lui + pentru care diferitele serii care intervin în 
studiul prezent converg. În orice caz acesta descreste 
cu creșterea lui t iar rezultatele sînt valabile numai pentru 
valori relativ mici ale parametrilor 7 şi b dar numere Rey- 
nolds suficient de mari. Problema care se pune este aceea 
de a substitui dezvoltările în serii printr-un procedeu nume- 
ric din care să se obţină rezultate gi pentru valori mari ale 
timpului +. În acest scop Collins si Dennis [53] au elabo- 
rat o metodă numerică exactă de integrare à ecuațiilor 
lui Navier-Stokes transformate (3.3.7). În această metodo- 
logie se integrează prima dată aceste ecuații scrise In varia- 
bila m corespunzătoare stadiului inițial al formari strar 
tului limită. Înainte de a intra în detalii să introducem 1n 
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ecuaţiile (3. 3.7) funcțiile Psi G, definite prin relațiile 
f — RP T Gn = = Gl; noile ecuaţii vor fi 


JU — nee, = G —. (8.3.36 a) 
On? | à n 2.00 
o 26). 
ERAS — e 2ky O0, -- (2% + ån cK, e^ thx) £n Os. 
ot Qa i 
| (3.3.36 b) 


+2 + e724 ( iui a -— dud] G, + 4«e-? "87 


in care S: rezultá din S, fácind substitutiile eorespunzá- 
toare. Condiţiile la limita (3.3.8 a, b) şi (3.3.9) se scriu 


OF, 


ae = 0 pentru #=0 — (3.3.37 a) 


Gl, iege dacă p cr 00€ 


m Gla 7) de = = 3, . .. (8.331 v) 


unde 6, = Ls 3. = 0 (nz 29. 3, ..). Pentru pornirea 
integrării trebuie să cunoaștem valorile lui F, si 6, la 
momentul initial ( = 0). Făcînd in (3.3.36) « — O si 
k = 0 rezultă ecuațiile ; | 

or, 


Qa? 


=, 
ALPE RAI | 
—— + 2$ —— + 24, =.0 
On" Qa 
care trebuie să satisfacă condiţia (3. 3; 37 D) pentru T=0 


precum si condiţiile la limită (3.3.37 a). Procedind analog 
ca pentru sistemul (3.3.17), funcţiile G, si F, au expresiile 


T 


; PAR 
e = ee QT, B®, O) = JE eri a + rro —1)] : 


“iE 
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iar. G@,(v, 0) = F,(2,0) —0 pentru »-2, 3,.... Ou 
aceste Tunctii se continuă integrarea sistemului (3.3.36) 
pina la valori « peste rangul de convergenţă al seriilor 
(3.3.6) si (3.3.16). Apoi, pentru un t potrivit, după ce stra- 
tul limită a început si se ingroage, se revine Ja variabila, 
originală $ continuindu-se integrarea ecuaţiilor (3.3.7). 

Principiul de rezolvare a ecuaţiilor (3.3.7) sau (3.3.36) 
este acelaşi de aceea vom schiţa ideea metodei numai 
pentru sistemul (3.3.7). Să ne reamintim că trebuie să, 
rezolvăm 27, ecuaţii deoarece am considerat seriile(3.9.6) 
trunchiate la rangul nọ Ecuația (3.3.7 b) se poate serie 
în forma 


| p" ^ d n , 2 2 
PIs ap £9 4 b, Set onga + An E gal E, c) (3.3.38) 


ac " ga 2E. 


= 
- 


3p rs wd e-?5 
2* 208-77 ER, 


e72, b, = nfi 0755, 0, -[ 
Re: 3 


d, = S,e*. 
Dacă acum h sik sint paşii unei reţele uniforme în direcţiile 


E si q, şi se foloseşte algoritmul lui Orank-Nicolson pentru 
evaluarea soluţiei ecuaţiei (3.3.38), avem 


has 6339) 


Pe de altă parte aproximind derivatele spatiale din ecua- 
tia (3.3.38) prin diferente centrale in trei noduri de tipul 
(2.3.26 a), rezultă s | 


h?g, (6, 7) = au $ 7) + LM. 2| Gul & + h, t) + 
ee) En 
Lp Dom? =) — 20E, 7) p (5, 7) + WAE, s). (3.340) 
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în fine, substituind aceasta relație în ecuaţia (3.3.39) se 
obţine sistemul algebric 


ae 
|: gos Dyal É, T) dd 9. ke, (8, J Yul E, T) mni 
4 1 " | A ‘ 
nd LC c) x" P hb, (S, d Gul 6 cT h, T) T 


— Lc T) ap a hb,(, 3| Ink § UP h, T) E 


=> hdl t) + Lal”, T — k), n= 1, ng (3.3.41) 


unde y = k/2h2 este parametrul rețelei iar L,(&, * — k) 
œ este membrul drept al ecuației (3.3.39) în care g,(&, 7 — &) 
se calculează înlocuind + cu + — k în expresia lui q„(£, 7) 
| din (3.3.40) şi se evaluează din etapa precedentă de calcul ; 
pentru un « dat d,(&, 7) este independent de funcția g;( E, 1); 
' a, nu depinde de indicele n si se cunoaşte explicit; Bay 
e, şi d, se aproximează cu ajutorul diferenţelor centrale, 
Prin urmare la fiecare moment 7 şi pentru fiecare n, Cunos- 
cînd membrul drept al sistemului (3.3.41) trebuie să 
calculăm o matrice tridiagonală de forma 


AlS; T) Int § m h, T) ca B,„(&, c) Ial 5 T) P 


+.0,,(6, 7) gal E + hy x) = D,(§, *), ^ = L, no (3.3.42) 
Acest sistem trebuie rezolvat; cu condiţiile (3.3.8 b) $i 
(3.3.9). Pe scurt soluţia lui se obţine astfel. Fie 95(&, T) 
soluţia, sistemului omogen (3.3.42), în care se face D,(&, T) 
= 0, satisfácind condiţiile iniţiale gi la limită gi(0, v) = 1 
și g*ž(l, v) — 0 unde =l aproximează valoarea & — co. 
Dacă 7,(&, v) este o soluţie particulară a sistemului neomo- 
gén (3.3.42) care îndeplinește condiţiile Jal, 7) = 1 şi 
Fall, 7) = 0, atunci soluţia lui generală se serie 


D 


^O g(E,n) = Engt lE, 1) + gue) ndn (3343) 
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unde K, este o constantă, ce se determină evaluind nume- 
ric integralele (3.3.9) in care limita superioară se ia & = 1. 
Acum, se revine la ecuaţia (3.3.7 a) de unde, folosind con- 
(litiile la limită (8.3.8 a), se determină funcţiile f,(&£, 1). 
Se urmează apoi acelaşi procedeu pentru un alt n, conti- 
nuînd pini la n = nọ. Oriteriul de convergență este 


IP HE, e). SG, a) | < E n= 1, no 


relativ la toate valorile lui E = 0, h, 2h, . . l. Aici e este 
o mărime mică (toleranţă) iar indicii superiori m şi m + 1 
se referă la două iterații succesive ale ciclului considerat. 
Să, ne reintoarcem acum la ecuaţiile (3.3.36) scrise in 
variabilele stratului limita. Deoarece ele trebuie - integrate 
începînd eu momentul initial 7 = 0 unde 0G,[Óü- are o 
singularitate de tipul 4-12 (v. Collins si Dennis [53]) 
seriem ecuaţia (3.3.96 b) sub. forma - | 


OG, aX OG, he 0G (a; zh 


45 89. a * 4 6G, + didi 
27 Pet ssi: adaaie Xin di i 
: | 248.844) 


Se integrează această ecuaţie de là 7—hk la * şi apoi, 
după un calcul prin parti in membrul sting, se aproxi- 
mează integralele cu ajutorul formulei trapezului; 1n 


final rezultă sistemul (algebric) 


fe 2 =k 1G, yy 


kda (4 T) = 


1 "aired 
= «(^ — kuta = — k) + - gau, m — k) (8.3.49) 


în acest fel s-a eliminat efectul singularităţii derivatei 
ôG ðr pentru t= 0 iar sistemul (3.3.45) asociat cu 
(3.3.36 a) supus condiţiilor la limită (3.3.37 a) se studiază 
în mod analog ca sistemul (3.3.42). Alte detalii privind 
tehnica, manevrării pe calculator à acestor sisteme se gă- 
sese descrise în lucrarea lui Oollins $i Dennis menţionată 


mai sus. 
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& 3.4. Metoda lui Katagiri [135] 


După cum am văzut în paragraful precedent, Collins gi 
Dennis au elaborat; un studiu amănunţit (analitic şi numeric) 
privind problema mișcării fluidului viscos incompresibil 
în jurul unui cilindru circular pornit bruse din repaus con- 
siderind că funcțiile de curent şi virtej se pot reprezenta 
prin serii Fourier în termenii lui sin n0. În această descriere 
ecuaţiile problemei se reduc la două seturi infinite de 
ecuaţii diferenţiale cu derivate parțiale pentru determina- 
rea coeficienţilor funcționali din seriile considerate. În 
cazul stratului limită (Lk — 0) aceste seturi infinite de 
ecuaţii se reduc la unul singur din care trebuie reţinut un 
număr mare de termeni pentru asigurarea convergenfei 
şi acuratetii soluţiei. Prin urmare pentru aplicarea pe cal- 
culator a acestei metode este posibil să fie nevoie de me- 
morie mare si consum relativ mult de timp față de alte 
metode. În această situaţie Katagiri a reluat problema 
mișcării nestafionare din jurul unui cilindru circular care 
porneşte brusc (impulsiv) din repaus, rezolvind-o in apro- 
ximatiile teoriei stratului limită prin metoda soluţiilor 
local nesimilare, elaborată de Sparrow şi alții [267 ], în 
combinaţie cu un procedeu de derivare cu diferenţe. 
Această metodă cu toate că implică un volum mare de 
muncă prezintă însă avantajul că rezultatele obţinute 
sint foarte acurate. Dar, bineînţeles, reuşita în rezolvarea 
unei probleme depinde în mare măsură, şi de alegerea meto- 
dei corespunzătoare. .. Dh 

Fie Oxy un sistem de coordonate legat de cilindrul fix 
de rază a astfel că originea O coincide cu punctul critic din 
faţă, coordonata x se măsoară pe suprafața cilindrului 
începînd din O în sensul mişcării fluidului lar y se const 
deră în direcţia normală la cilindru. Se consideră că 
fluidul, inițial în repaus, atacă normal generatoarele 
cilindrului cu viteza U,/2. Atunci, in aproximafiile teoriei 
stratului limită, avem de rezolvat ecuaţiile 


UL AR 99 o (3.4.1 a) 
Ow Oy 
J. DU ou 
du Hu KLA Q) 2u 2U -|- TAART V ics (3.4.1 b) 
t do dy A dw oy ; 
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in care u şi ? sint componentele vitezei în direcţiile axelor 
æ Și yiar U(x, t) este viteza curentului exterior. Formularea 
problemei este completă odată, cu precizarea, condițiilor 
iniţiale ȘI la limită 


i <0: u= v= 0 pentru orice y 
t>0: u=v=—0 pentru y = 0 "(8.4.1 e) 
u = U(x) | dacă y — oo 


unde, in virtutea formulării problemei, avem U(z) = Us. 
sin w/a. Sa introducem acum nepri de curent Y definită 


astfel 


Si mar rincil adimensionale 
map maf NE 
n = = gli, Es = aja, UIU, = = inb. 


In care « si sint variabile Sita ce citata cres- 
terea stratului limită. Tinind seamă, de aceste variabile 
ecuația (3.4.1 b devine 27 | 


3 di odi: - | 
2 F2. E = 27 9 ig a | ay +5 eost 4 
àn* sh bi m? azon V ay an 


| af opo af af Of unto (342a) 
uh iG ae ant an ag)” — 


supusă condiţiilor la limită 


f = = ( pentru y = 0; SA +1 dacă =. (3.4.2 b) 
4. ^ " 
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Să notăm că în punctele critice din amonte și avalul cilin- 
drului unde § = 0 sau § = 7, ultimul termen din ecuația 
(3.4.2 a) dispare ŞI ea se reduce | la ecuaţia, (1.1.4 a) care 
guvernează mişcarea nestationará din vecinătatea punc- 
telor de stagnare ale unui perete plan infinit spre sau de la 
care fluidul începe să se miste bruse din repaus. 

Katagiri a rezolvat ecuaţiile (3.4.2) folosind metoda, 
soluţiilor local nesimilare. Primul pas în această, tehnică, 
este transformarea lor intr- -un sistem de ecuafii cu deri- 
vate parţiale neliniare. În acest sens pentru m de 
patru ecuați ii se introduc funcțiile necunoscute 4, [ȘI o 
definite în felul- următor 


— — eee COS 


Derivind succesiv ecuația (3. 4. 2 a) in raport cu 5 se obţine 
sistemul 


OT ig of qug e(n AL. eost + 
n 


o"? On — 27 Q1 


én? On" ATAN 
23 T E) eost + s Re cos + (3.4.3 a) 
06 n 
YE mai i 
ke 0 x a sing = 0 
0€ à" 
RR J- p- ING 27 E. S q? R, cose — 
Qn? . 0n TON. 
PR tea” cf AR 9l pde 
one SL sint + r [—2— — f —— ] eos, 
arr 08 | * =| GRR A 
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| — Ra sin & + prt E cost -} 


^ LOR 02| pe 
eu B aah sin o 
0c" / Om? ian c 


930 020 020 | 15 5 
1 D it "m — 2r 3:2 + teki sins + 
2p : Di i 
cae (Ss — 22) cost + o (ZE 7 2) cone — 

QE? O8 CIONES On? 
— 37? bs fy Dita ) sin £ — 
coge gea Je 

— SR cnt + e (^5 — a )sint=0 


QE ý ax” 


supus conditiilor la limita : 

f—9g-l o TOF. Xe Lai Că = pentru 1 = 0 
ðn ðn Om ðn 
4 9, a, 2 
Om ðn an On 


+0 dacă ņ >œ (3.4.3 b) 


unde s-a notat 


af ai of af og 
R, =1— (2 E Drm Reg iE AM 
ay n? dm 2n OY 


Acum, ecuațiile diferenţiale cu derivate parţiale ne- 
liniare (3.4.3) se pot rezolva foarte elegant folosind metoda 
i de derivare cu diferenţe expusă in $ 1.1. În acord cu 
| această metodă se aproximează derivatele in raport CU 
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timpul « prin diferente regresive intrebuintind formula lui 
Gregory-Newton eu pas constant h pe cinci noduri (1.1.5). 
În rezultat se obţine un set de ecuaţii diferenţiale ordi- 
nare a cărui soluție pe nodurile 7, = th (i = 1, 5) se 
poate exprima prin următoarele relaţii integrale 
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oo h 
dj; |» Ban) 45,4: VGN) _. x 
o(a- MeV EL. anas) + 
al ) Ew) '. (e) » 
P " Ri ut) INE: 
+ Ber S1. ^ dad (8.4.4 a) 
| Bod a 
e! 
p. d : 
fin) =| d dn! (3.4.4 b) 


in care: ish 


MEE i n? — (ih)? cost Vds — (ih) sint | adm | 


a(n) = itv) doc 


+ (a5 Hi ag dfi- 4-36 df;-a EXT. dfi-s | 
6\ d^? | dy | dy dy 


ATIN s: y "| bn m) 
3 = | — (th)? | Ri — fi ——- | eos = — 
+a da) — a (f. — 50 


Celelalte soluţii dg;[d, dl,;/dy si do,/dy se reprezintă în 
mod analog cu df,/dv dar, bineînţeles, expresiile lor difera 
de (3.4.4). | TE | | 
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Frecarea pe cilindru, în formă adimensionala, are ex- 


presia 
‘a (Ul OY) yoo —— == ge 
o Us va Us)? sin & v \ On? 


i-1 fas Rn) uc. 
- a MeV ad) (3.4.5) 
oh n) 
0 

Integrarile numerice in (3.4.4) gi (3.4.5) sint facute in 
direcţia pozitivă a lui 7 folosind regula lui Simpson si 
considerind soluţia de start stabilită din ecuaţiile (3.4 3) 
in care se face + = 0, adică 


Limita superioará infinit in integrale este inlocuitá cu 
valoarea finită «4 = 8 iar criteriul de convergenţă in ite- 
Tatii este ales egal cu 5: 10-77. Mai trebuie precizat ca 
pe primele trei noduri (pentru t= 0 4-) se folosesc 
formule de derivare cu diferente regresive pe două, trei 
respectiv patru noduri. 


§ 3.5. Discutia rezultatelor 


fn continuare vom prezenta citeva caracteristici fizice 
ale acestei probleme degajate din soluţiile analitice şi 
numerice stabilite în paragrafele precedente sau cunoscute 
din alte lucrări. Astfel, în fig. 3.3—3.5 sînt reprezentate, 
după Katagiri, în cîteva poziţii (valori ale lui &) forma 
profilelor de viteză, variabila similară y fiind înlocuită 
cu cea a mişcării staționare prin relația y/U,/av = 
= 2V Utja. Să observăm că dacă în ecuaţia (3.4.2 a) 
facem 1 =0 gi ţinem seamă de condițiile la limită (3.4.2 b) 
se obține formula 


; agp X 
(om) = — T? cos É, 
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Această relație va face să fie mai uşor de urmărit ce se 
întimplă cu profilele vitezei. Astfel, dacă E < 7/2 avem 
(affen?) < 0 gi profilele vitezei tind asimptotic către 
ce] corespunzător stării staționare de mişcare fără puncte 


2 Uo 3 
Y Vax 
Fig. 3.3. Profilul vitezei pentru Fig. 3.4. Profilul vitezei pentru 
BS? 80% = = E = 90°. 


Fig. 3.5. Profilul vitezei pentru & = 150°. 


de inflexiune. Cind €>7/2 atunci (d3f/dn?),.0>0 si 
prin urmare în aceste profile apare un punct de inflexiune 
imediat ce începe mişcarea (v. fig. 3.5); aceste profile tind 
asimptotic către cel staționar care de asemenea are un punct 
de inflexiune. Acum stratul limită începe sà se desprindă 
de suprafaţa cilindrului iar mişcarea devine reversă. . 
Fig. 3.6 ilustrează variaţia în raport cu numărul lui 
Reynolds Re (raportat la raza cilindrului) a timpului pri- 
mei separári t, dat de relaţia (3.3.33) împreună cu rezul- 
tatele metodei numerice a lui Collins şi Dennis precum si 
valorile lui Blasius, a lui Wang, ecuaţia (3.2.19), respectiv 
Bar-Lev gi Yang, ecuaţia (3.2.20). Privind acest gratie 
constatăm că includerea termenului de ordinul trei în 
metoda lui Wang dă rezultate mult mai apropiate de 
cele numerice obţinute de Ooolins si Dennis. Pentru hep= 
= 2 R, = 500 timpul de separare t, determinat de Collins 
și. Dennis prin metoda analitică este 0,396 iar prin cea 
numerică de 0,394; evaluarea .lui Bar-Lev si Yang este 
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de 0,365 iar cea numerică a lui Panikker si Lavan, folo- 
sind metoda diferențelor finite combinată cu funcția lui 
Green, este de 0,37, aceste ultime două evaluări fiind 
destul de apropiate. | 

ln aproximatia teoriei stratului limiti (Re — oo), 
Katagiri à determinat pentru timpul primei separări t, 


Fig. 3.6. Variatia timpului primei separári in raport cu Re:.. Blasius 


(1908); —. 


; — — — Collins si Dennis (1973); — 
Bar-Lev si Yang (1975) 


valoarea 0,322 iar : Thoman si Szewezyck, rezolvind ecua- 
tiile lui Navier-Stokes pentru Re = 3- 10°, a gasit Gps 
rea 0,35. Probabil această diferență de aproape 10% 
datore şte ipotezei de lucru acceptată de Katagiri eð 
stratul limită nu influenţează mişcarea exterioară. În 
realitate, după cum ştim, mişcarea exterioară este pertur- 
bată, prin deplasarea spre înafară a liniilor de curent de 
către stratul de virtej care se formează pe suprafata cilin- 
drului odată cu pornirea lui impulsivă din repaus. Această 
deplasare se măreşte pe măsură ce stratul limită se în- 
groase. De fapt Katagiri a arătat că presupunerea despre 
absența virtejurilor funcţionează numai pind la o distanţă 
unghiulară de aproximativ 30° începînd de la punetul de 
stagnare din faţă al cilindrului. 

Este poate util pentru subliniere si recapitulare să dăm 
un tabel (nr. 3.2) care să indice valorile timpului î, cind 
frecarea se anulează prima dată în punctul critic din spa- 
tele cilindrului circular pornit brusc din repaus obţinute 
de diferiți autori în aproximatia teoriei stratului limita 


(Ee + co); prima coloană indică modul de atiordurep 


analitic (A) sau numeric (N). 
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Tabelul nr. 3.8. 


Valorile timpului primei separari l; 


Metoda Autori t; 
A Blasius (1908) 0,351 
A Goldstein si Rosenhead (1936) 0,322 
A Targ (1951) 0,25 
A Wundt (1955): 0,322 
A Struminski si Rozin (1957) 0,30 
N Proudman si Johnson (1962) 0,32 
A Hayasi (1962) 0,322 
A Wang (1967) 0,35 
A Durié (1967) : 0,275 
A Presz si Heisler (1968) 0,26 
A Zeytounian (1968) 0,322 
A | Durié (1969) | l 0,351 
A Duki (1970) & 0,351 
N Piquet (1970) =a 0,28 
N Dennis si Staniforth (1971) =. | 0,322 
A Saljnikov si Dukić (1972)  - | 0,351 
N | Robins si Howarth (1973) | 0,322 
N Telionis si Tsahalis (1974) | | 0,35 
A | Bușmarin si Saraev (1974) — |-..0,26 
A | Bar-Lev si Yang (1975) 0,322 
N Katagiri (1976) | 0,322 
N Nguyen (1979) | 0,325 
A . | Jovanovié, Askovié și Durié (1979) | 0,351 
N Cebeci (1979) 0,32 
N 


| van Dommelen si Shen (1980) 0,323 


Evoluţia unghiului de separare (desprindere) în timp 
pentru diferite valori ale lui Re se arată, după Colllins şi 
Dennis, în fig. 3.7. Rezultă de aici că poziţia punctului de 
desprindere se deplasează în lungul conturului cilindrului 
tinzând, în cazul stratului limită (Re — oo), către poziția 
corespunzătoare stării staţionare 0, = 75°30‘ măsurată 
de la punctul critic din spatele cilindrului (v. Terrill ( [396 ]). 
În plus această figură spune că pentru valori mari ale lui 
Re poziţia separării staţionare se atinge destul de repede 
ceea ce este în acord si cu rezultatele lui Son si Hanratty, 
Thoman gi Szewezyk, Bar-Lev şi Yang etc. De asemenea 
Katagiri a arătat că valorile unghiului de separare 0,( = &,) 
obţinute. prin metoda soluţiilor local nesimilare (modelul 
de patru ecuaţii) sînt în deplină concordanţă cu cele ale 
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lui Collins si Dennis pina la distanţa unghiulară 0, = 60° 
incepind de la punetul eritie din spatele cilindrului ; aceasta 
justifică acurateţea soluţiei numerice in metoda solutiilor 
local nesimilare. 


Să ne îndreptăm acuma atenţia, asupra coeficienţilor 


- LÀ 


de frecare si presiune (3.3.35). De aici se observa că la 
momentul initial (7 = 0+) aceşti coeficienţi sint singulari 


.80%- , Valoarea stationara (8s 75° 30°) 


=, = 


8s 
BO size 
ES 25000, +. 
209 
cR) 10 
- 40 GE is tui D 


Fig. 3.7. Variația unghiului de separare 0, in 
-— raport cu timpul (Collins si Dennis, 1973). 


în raport cu timpul. Odată cu începerea mişcării impulsive 
componenta vitezei în lungul cilindrului devine discontinuă, 
această discontinuitate. atrăgînd după sine o frecare in- 
finită si prin urinare o rezistenţă de frecare infinita. Vir- 
tejurile care se formează pe suprafața cilindrului difuzează 
(pátrund) in interiorul fluidului iar saltul finit al vitezel 
din imediata vecinătate a suprafeței cilindrului se extinde 
înafara stratului subţire de virtej. Astfel, mărimea fre- 
cării scade și în consecință rezistenţa de frecare se reduce 
(C, descreste), Pe de altă parte în momentul pornirii sale 
impulsive, cilindrul deplasează particulele de fuid din apro- 
pierea lui cu o acceleratie infinita ceea ce înseamnă că el 
suportă o rezistenţă infinită din partea fluidului ; aceasta 
explică valoarea infinită a coeficientului de presiune C; 
în momentul initial al mişcării. Notám că primii termeni 
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în expresiile lui C, si C, sint egali ceea ce înseamnă că la 
inceputul mișcării (pină la v & 0,4) contribuţiile rezisten- 
tei de frecare și de presiune la rezistenţa totală sint ace- 
leasi iar în continuare aportul rezistenței de presiune la 
rezistența totală este mai mare. Revenind la relaţia (3.3.34) 
trebuie menţionat că soluţia stratului limită (3.3.16) dă 
numai rezistenţă de trecare deoarece (0Y,,/05),.5— 0 
pentru orice n z 1 si (0Y,/0x),;,sin0 dO = 0. Acest 


1 


0 : 
fapt se explică prin aceea că se neglijează variaţia presiunii 
în direcția transversală stratului limita iar mișcarea exte- 
rioară este potenţială si staţionară. În consecinţă soluția, 
teoriei stratului limită obţinută făcînd k = 0 în ecuațiile 
(3.3.11), nu descrie adecvat rezistenţa pe cilindru pentru 
orice valoare finită a numărului Reynolds Re. 

Bar-Lev si Yang au obţinut următoarea expresie 
pentru coeficientul total de rezisentá 


3 


íi) = aye yo + (2 — 5) 


e-n TF 


a cărui variație în timp este reprezentată în fig. 3.8 pentru 
Re, = 2Re = 500, Sint trecute aici si rezultatele lui 
Wang, Collins si Dennis, Panikker $1 Lavan respectiv 
Thoman si Szewezyk pentru Rep — 600. Această tigură 
ne lasă să înţelegem că valorile lui Cp pentru t < 1,5 
diferă destul de mult între ele. Totuşi pini la + = 0,4 
coincidenta poate fi consideratá destul de bună. 
Variația în timp a coeficientului de frecare C, (3.4.9) 
este dispusă în fig. 3.9 pentru citeva valori ale lui & Se 
vede clar de aici comportarea singulară a rezistenței de 
frecare la momentul începerii al mişcării. A 
Distributia funcției de virtej (0, 0, 1) = Oal, 7) 
jurul cilindrului la momentul « = 1 pentru Rep == 900 
este reprezentată în fig. 810 iar Rezo„(0, a). Când 
Re, > co (aproximatia stratului limită) se arată in fig. 
3:11. Din fig. 3.11 se poate trage concluzia că rezultatele 
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Fig. 3.8. Variația coeficientii total. de En 
tendit, án raport cu timpul pentru Rey — 500: 
— Wang (1967) ; — — — Collins si po 
(1973) ; -— Panikker si Lavan (1975); —-— 
Bar-Lev si Yang (1975) ; O. Thoman si Szew- < 
E exyk icd penu: ie = =e | 


Fig. 3 3.9. Variatia coeficientuui de frecare 
Cy în raport cu timpul (Katagiri, 1976) 
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Fig. 3.10. Distribuţia virtejului pe suprafaţa cilindrului 


pentru. Rep = 500: la momentul t = 1: — Wang (1967); 
-: + Son si Hanratty (1969); — . — Dennis si Staniforth 


(1971); — — — Panikker şi Lavan (1975). 


Fig, 3.11, Distribuţia virtejului pe suprafața ciliu- 
: drului pentru Rep — oo. | 


obtinute coincid destul de bine cu prezicerea lui Proudman 
şi Johnson [215] că pantele tangentelor la aceste curbe în 
punctele critice (0 = 0 şi 0 = 180°) trebuie să fie. egale 
pentru valori mari ale timpului «. Dar cititorul nu trebuie 
să rămînă cu impresia că acestea sînt singurele valori cal- 
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culate ale lui o(0, 9, 7). În literatura curentă această mă- 
rime este cunoscută pentru o clasă largă de valori ale 
numărului Reynolds începînd cu 5 gi terminînd cu infinit. 
În sfirsit fig. 3.12 si 3.13 indică evoluţia in timp a 
liniilor de curent pentru Rey = 500, determinate numerie 
de Collins si Dennis. Un moment de reflexie ne va convinge 
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C 


Fig. 3. 13, Evoluţia iminor de curent pentru hep= 500 
cind a) t= 1,5; b) t= 2 c) v = 3,2. 


095 


Fig. 3.13. Forma liniilor de curent pentru Rep = [500 Ja 
! “momentul terminării calculelor ta; = 4,8. 
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fara îndoială Că o astfel de modelare teoretică (analitică si 
numerică) a mişcării are o comportare apropiată de cea 
experimentală, studiată de Honji şi Taneda [114] sau 
Nagata si alții [177 ]. | 

În incheierea acestui paragraf sä ne oprim putin asupra 
structurii mișcării din spatele unui cilindru circular care 
porneşte bruse din starea de repaus, dar cu menţiunea că 
asupra noţiunii de separare nestationara vom reveni pe 
larg în eap. IV. După cum demonstrează clar observaţiile 
experimentale, odată cu apariţia desprinderii stratului 
limită de punctul critic din spatele eilindrului in aceasta 
regiune se formează două virtejuri (turbioane) închise 
denumite principale (fig. 3.14), simetrice în raport cu 
direcţia deplasării cilindrului. M 

În eontinuare structura simetrică a mișcării devine 


ù instabilă; cele două virtejuri deplasindu-se alternativ, 


pierzindu-si simetria, și apárind un gir de virtejuri (tur- 
bioane) constituind aleea, lui Bénard şi Kármán. În final 
virtejurile se descompun în masa fluidului, miscarea fiind 


Fig, 3,14. Cilindru circular pornit. din repaus: a) stratul 
limită; b) detaliu de separare, 


Timpul in care virtejurile se 
distrug depinde de numărul lui Reynolds he. Experiențele 
lui Honji si Paneda au pus în evidență faptul că paon u 
Re > 550 structura mis ării din spatele cilindrului en 
„complet diferită de: cea pentru Re < 550. Prin tre ale 
ei au arătat; că pentru te 2 550 în vecinătatea separării 
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apar şi o serie de virtejuri secundare situate în amonte de 
virtejurile principale. Existenţa lor a fost confirmată si 
teoretic de către Collins si Dennis care au găsit ca de fapt 
ele se ivesc si dacă Re < 550. De exemplu, ei au găsit cà 
pentru Re = 500 virtejurile secundare apar prima data 
aproximativ la momentul t =:2,75 (curbele notate V, 
pe suprafaţa cilindrului Y = 0, în fig. 3.12 şi 3.12). Ceva 
mai tirziu Nagata si alţii au determinat pe cale experi- 
mentală că vírtejurile secundare iau naștere prima dată 
pentru Re > 520, valoare care este puţin diferită de cea 
săsită de Honji şi Taneda. Din aceste experiențe, Nagata 
si alţii au stabilit că liniile de curent în vecinătatea punc- 


telor de separare au forma din fig. 3.15.. Se vede clar aici 


că virtejurile principale induc în regiunea punctului critic 
o mişcare reversi în lungul suprafeţei cilindrului de la 
A la B. Dacă Re < 520 (v. fig. 3.15 a) mişcarea reversa 
o: întilneşte pe cea principală în punctul de stagnare Sa- 
în schimb pentru Re <520 (v. fig. 3.15 b) mișcarea reversa 
se îndepărtează de cilindru in punctul S, situat in. avalul 


Tu 
ri TN i : 
IG j Rex 520 

Fig. 3.15. Forma liniilor de curent în vecinătatea. 

punctelor de separare (Nagata si alţii, 1975). S: 

punctul de separare al curgerii principale ; S; : punctul 

de separare al mişcării reverse; Su $i Sta: puncte 
de stagnare; AB: mişcarea indusă de virtejurile 
principale; V: vlrtejuri secundare, 


punctului de separare S, al mişcării principale. Virtejurile 
care izvorăsc din S, si S,, avind sensurile opuse; sint 
deplasate prin fenomenul de convecţie si ele formează 
două straturi de virtej. Aceste straturi dau naştere In re 
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a delimitată de punctele 5, Sig Și Sa la două virte- 


giune 
(v. fig. 3.15 b) apărind $i două puncte 


juri secundare miei 
de stagnare Su Și Ss. 

“Dacă 520 < Re < 10? (v. fig. 3.16 a) o porţiune a stra- 
tului de virtej care pleacă din 5, sé infásoará în jurul 
acestui punct rezultind o sup afatü spirală in avalul cilin- 


(f) Virtejuri secundare jeo ,. 
(2) Virtejuri principale — ^. —— 


S, 


. | 
a) 520« Re« 10° 


[7 Discontinuitate ms 


b) Re» 10? 


Fig. 3.16. Evolutia stratului de virtej (Nagata 
si alţii 1975). i 


drului. În acest caz virtejurile secundare generate pe supra- 
fata cilindrului se deplasează fără întrerupere spre regiu- 
nea virtejurilor principale. Nu aga se întîmplă pentru 
Re > 102 cînd deplasarea stratului de virtej de la regiunea 
vârtejurilor secundare spre cea a virtejurilor principale 
are loc în mod discontinuu (v. fig. 3.16 b), existind o 
perioadă de infásurare a stratului de virtej in jurul pune- 
tului de separare S. re 

Redim în fig. 3.17, după Honji si Taneda, o 'situatie de 
miscare nestationara cînd Re — 1700. V AE 

Oricum, merită atenție și alte lucrări despre această 
problemă sau variante ale ei: Arunchalan gi Rajappa [6], 
Gupta si Pop [99], Katagiri si Pop [136 —139], Loc [160], 
Nagata si alții [178 și 179], Pop [204 —207 ], Pop si Soun- 
dalgekar [211], Slaveev [258 si 259], Zapryanov [338], 
Zapryanov si Kalitzova [339] etc. 
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Fis. 3.17. Evoluția mișcării nestaționare din jurul unui cilin- 
dru circular pornit brusc din repaus pentru Re = 1700 (2a = 


| 


3,03 cm/s): a) t= 0,4 s; b) {= 3384s; c)t = 
7,36 s; e) f= 9,28 s (Honji și Taneda, 1969). 


= 5,5 cm, Ugo 
— 5,445; d)t 


Il: 
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| Capitolul IV | | 
DESPRE SEPARAREA NESTATIONARÁ 


8 4.1. Originea noțiunii de separare 


Una din trăsăturile caracteristice importante dar in 
acelaşi timp ciudate ale fenomenului de mișcare viscoasá 
este separarea (desprinderea) ei de conturul corpului in 
jurul eáruia aceasta are loc. Exprimat prin topologia 
liniilor de curent punctul de desprindere este locul în care 
fluidul încetează să mai urmeze conturul suprafeţei cor- 
pului (linia de curent » = 0 se îndepărtează de la peretele 
corpului) sau, altfel spus, este locul în care se termină 
regiunea stratului limită si apare o undă “sau. ,,bulá" 
izolată. În esenţă desprinderea se produce cînd un pachet 
de particule fluide sint stopate să înainteze in lungui 
peretelui corpului şi ea este o trăsătură care controlează 
sau care domină majoritatea mişcărilor. De exemplu, în 
cazul obstacolelor cu curbură continuă poziţia separării 
determină rezistenţa de presiune pe corp; pentru protile 
de aripă sau palete cu unghi de atac mare, condiţia de sepa- 
rare dictează circulatia mişcării in jurul acestor profile 
si prin urmare influențează decolarea avioanelor sau elicop- 
terelor ; în cazul mişcării fluidelor în difuzoare, separarea 
alterează substantial cîmpul mişcării şi, deci, pertorman- 
tele instalaţiilor ete. În ciuda importanţei sale fundamen- 
tale, descrierea analitică sau experimentală completă a 
separării la numere Reynolds mari rămîne una din proble- 
mele principale nerezolvate in me anica fluidelor. 

Ludwig Prandtl, stabilind în anul 1904 e "uatiile teo- 
riei stratului limită, a elaborat in acelaşi timp ȘI un cri- 
teriu fundamental pentru definirea desprinderii stratului 
limită (ablöst în definiția lui Prandtl), criteriu ce descrie 
fenomenul prin care „un strat de fluid este aruncat 1n 
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curgerea exterioară producind o alterare completa a mis- 
cării”. După cum se știe criteriul lui Prandtl pentru desprin- 
dere este dat de anularea tensiunii de frecare pe suprafata 
corpului, adică | ^ 
vo es e == 0 pentru y =,0 . (4.1.1) 

oy 


unde u este componenta vitezei fluidului în lungul pere- 
telui jar y se măsoară în direcţia normală la corp. Punctul 
în care +, = 0 este cunoscut ca un punct singular pentru 
ecuaţiile stratului limită staționar si prin urmare in veci- 
nátatea lui aceste ecuaţii nu se pot rezolva folosind metode 
analitice şi numerice standard. 

Trebuie atrasă atenţia asupra faptului că acest cri- 
teriu este valabil, după cum de altfel a fost definit, numai 
pentru mișcări staţionare plane peste suprafețe fixe, apli- 
cîndu-se chiar şi în cazul general al ecuaţiilor lui Navier- 
> Stokes. In plus criteriul (4.1.1) este capabil să prezică 

desprinderea si din punct de vedere experimental în care 
s-a observat că apariţia unui gradient opus de presiune 
constituie o condiţie apriorică de separare. | - 
| Modelul lui Prandtl (4.1.1) a fost folosit fara ezitare 

mai bine de 50 de ani pentru descrierea separării în general, 
de către majoritatea, cercetătorilor preocupaţi cu probleme 
de strat limită. Abia prin anii 1956 —1958, Moore [173], 
Rott [224] si Sears [245] au arătat, independent unul de 
altul, că aplicind criteriul clasic al lui Prandtl si la 
mișcări nestationare sau la cele staţionare peste supra- 
fete în mișcare, el poate da rezultate incorecte. Astfel, 
Rott în anul 1956 studiind mişcarea nestaţionară din veci- 
nătatea punctului critic (de stagnare) al unui perete plan 
a observat că pentru această mişcare anularea frecaril 
la perete (c, = 0) este însoţită de o mişcare reversă 
dar fără nici un semn de comportare singulară a soluţiilor 
ecuatiilor stratului limită. BL afirmă : „evident, zu = 0 
nu înseamnă în mod necesar desprindere pentru pereţi în 
miscare ; într-un sistem in care peretele este in repaus 
miscarea nu este staţionară”, Această observaţie i-a deter- 
minat pe cîţiva cercetători să caute un criteriu general de 
separare care să cuprindă atît mişcările staționare cit ȘI 
cele nestationare. În anul 1956 Sears a propus un astfel 
de model generalizat pentru definirea separării, care pos- 


195 


CE Scanned with OKEN Scanner 


tuleazá că, desprinderea. nestationará este caracterizată, de 
anularea simultană a frecării si vitezei într-un punct din 
interiorul stratului limită, privite de un observator care se 
deplasează împreună cu punctul de separare. Apoi, Moore 
în anul 1958, în baza cercetărilor efectuate cu privire la 
mișcarea unui fluid viscos peste un perete mobil, a ajuns 
la acelaşi model de separare nestaţionară cu cel propus 
de Sears. In fig. 4.1 sint schitate profilele vitezei si liniile 
de curent în poziţia desprinderii pentru un perete în repaus, 


aie ee eit A | — Fig. 4.1. Geometria mişcării in 
E — M „poziţia de separare pentru un 
I2 ctis s SEY „perete fix si unul mobil (Moore, 
lini de 1958). 


Curent 


G3regiuhigo: € eo 
;sepatalg —-— 


pim. “Bi PISS Pe EEE A ; 

Perete în repaus. > Ree ae oe : ^ : 

z pei e usi z  UFig.-4.2. Profilele vitezei in po- 
-  Zidia de -separare (Moore 1958): 

punct de separare statio- 


naf; = punct de separare 
Heie de - în mișcare. | 
curent 
regiuned | | 
= „seporată - Punctul de separare  Puncţul-de separare 
1777 rr = dp S - + se mişcă în sesul |. se mişcă in sensui 


uA " ~ curentului = 2 us “curentului 
Perete în mișcare în = ae tu : 
"sensul curentului - - MS = 


Tinie da 


eu csUcurent-- RA 
TERIS regiunea ETE Ei LE fes 


[iis separată ~~ 
733 5 — 1 xe Y 

- Perete în mişcare în sens 
opus curentului 


respectiv în mişcare, aga cum ele au fost propuse de Moore. 
El a postulat de asemenea profilele vitezei pentru separare: 
nestationari pe un perete fix ca avînd forma din fig. 4.2. 

În consecinţă, cercetările lui Moore-Rott-Sears au 
condus la stabilirea unui criteriu pentru separarea nesta- 
ționară cunoscut sub numele de modelul Moore-Rott- 
Sears (M—R —8S) de separare, care postulează că separarea 


nestationará este. caracterizată, de anularea simultană a 
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tensiunii de frecare şi a vitezei longitudinale într-un punct 
din interiorul stratului limită, adică | 


— = 0 pentru y = 0. (4.1.2) 
De notat că in stabilirea acestui criteriu s-a avut in vedere 
faptul că printr-o transformare corespunzătoare de viteză 
o mişcare staţionară peste un perete mobil poate fi schim- 
bati într-una nestationará peste un perete fix. Această 
transformare este necesară pentru a face legătura, între 
deplasarea nestationarà a punctului de separare într-un 
sistem de referinţă fix si separarea staţionară observată, 
într-un sistem de referință mobil. Dar, atit verificarea cit 
si folosirea criteriului M—R—S în practică se loveşte de 
dificultatea că în general nu se cunoaşte apriori sistemul 
mobil de referință (în mişcare împreună cu punctul de 
separare). | 
` Criteriul M—R—S (4.1.2) a fost prima dată justificat 
de experiențele lui Vidal (v. Sears și Telionis [249]) din 
anul 1959 şi de cele ale lui Ludwig [164] din anul 1964 
privind separarea staționară a unui fluid viscos în mișcare 
pe un cilindru circular care se roteşte în jurul axei sale, 
separare ce devine nestationará cînd este privită dinir-un 
sistem de referinţă legat de cilindru. Vidal a arătat că sepa- 
rarea este intirziata cînd cilindrul se roteşte în sensul curen- 
tului si este grăbită dacă el se roteşte in sens opus mişcării 
fluidului. dip d den fud : | 
Tot în această perioadă Stewartson (v. Brown si 
Stewartson [28]) foloseşte pentru punctul în care se anu- 
leazá frecarea la peretele unui corp termenul de separarea 
stratului limită (2) iar pentru punctul în care fluidul pără- 
seste vecinătatea suprafeţei corpului termenul de desprin- 
derea stratului limită (ap) (break way în literatura de 
limbă engleză). El observă că punctele a, $i v, pot să nu 
coincidá ceea ce echivalează cu argumentele lui Moore, 
tott gi Sears. ! s 


& 4.2. Alte criterii de separare 


— Desi a fost recunoscută importanța lucrărilor care au 
condus sau verificat criteriul M—R—S (4.1.2) totuşi timp 
de aproape zece ani nu s-au înregistrat progrese substan- 
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tiale in rezolvarea dificilei probleme privind Separarea 
nestationari, „ Aceasta a trezit din nou interesul cereeţă- 
torilor cam în jurul anilor 1970—1971. Acum s-a pus din 
nou problema obținerii unei generalizări convenabile a 
criteriului lui Prandtl (4.1.1), si anume stabilirea unei 
condiţii care să descrie ci b mai exact fenomenul autentice 
al separării, fenomen caracterizat, prin aceea că odată cu 
ibant punctului de RD ware fluidul nu se mai mise? á pe 
suprafaţa corpului după modelul stratului limită, sau cá 
acest strat se ingroase brusc ete. Stabilirea acestei condiţii 
este cu atit mai necesară eu cil tot mai multe consecinte 
practice ale fenomenului de separare se datorese mişcărilor 
nestationare. Astfel, în anul 1971 Sears si Telionis [247 
si 248] au propus un model teoretic (v. fig. 4.3) pentru 
definirea separării în general, deci care include atit mis- 
carea nestationara cit şi cea staţionară peste un perete 
mobil, si care aplicat la mişcarea staţionară peste o supra- 
fata. fixă se reduce la criteriul clasic al lui Prandtl (4.1.1). 
Modelul Sears-Telionis de separare se bazează pe con- 
ceptul singularităţii lui Goldstein [92] de tipul rădăcinii 
patrate, sau asemănătoare ei, conform căreia în miscarea 
staţionară peste un perete fix frecarea într-un punct Ls 
tinde la zero ca (ws — s)? iar componenta vitezei in 
direcția normală la perete se comportă ca (cs — v) 7. 
Vom nota cá Goldstein a căutat si determinat acea soluţie 
analitică a ecuaţiilor stratului limită, care este singulară la 
separare. Mai tîrziu Stewartson [270] a reluat pr oblema lui 
Goldstein ajungind., la aceleaşi concluzii şi anume că este 


Fig. 4.3. Protilul vitezei iu 
„poziţia de separare (Sears $i 
"Telionis, 1971). 


posibilă o astfel de soluţie singulară. Existența singulari- 
tatii de tipul lui Goldstein in Stratul limits staționar for- 
mat pe o suprafată fixă a condus la progrese deosebit de 
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importante privind înțelegerea fenomenului de separare 
staţionară. Datorită acestui fapt întrebarea daca stratul 
limită nestationar poate fi singular a primit în ultima vreme 
o atenţie considerabilă din partea multor cercetători sau 
colective de cercetători. 

Sears si Telionis susțin că separarea stratului limită 
(staționar si nestationar) este întotdeauna caracterizată, 
de o singularitate şi ei afirmă că „apariția în soluţiile ecua- 
iilor stratului limită a unei singularitáti de tipul lui Gold- 
stein, modificată după cum este necesar, poate fi adoptată 
ea cea mai generală definiţie a separării”; acest punct 
singular sau de separare {@s(t), ys(t)} este interior stratului 
limită, viteza lui u(#,, ys) este egală cu viteza de separare 
—U, (v. fig. 4.3) iar (0u/9y)s — 0. O simplă translație 
a acestui profil, egală cu Us, face ca modelul Sears- 
Telionis de separare să devină identic cu criteriul Moore- 
Rott-Sears. Prin urmare Sears şi Telionis postulează că 
în evoluţia sa stratul limită dezvoltă la un moment ts 
o singularitate ceea ce înseamnă că pentru t< ts acest 


strat poate fi calculat (analitic sau numeric) pe toată re- 


ciunea pe care el se întinde în timp ce pentru t> i, inte- 
erarea ecuaţiilor care guvernează mişcarea- fluidului este 
stopată de apariţia într-o anumită poziţie in sensui mis- 
cárii a unei singularitáti care, in general, este pusă in evi- 
dentá de creşterea nelimitată a componentei vitezei în 
direcţia. normală la suprafaţa corpului. De aici rezultă că 
pentru localizarea separării nu este necesar să se exami- 
neze în întregime structura stratului limită. j 

Să mai subliniem că tot în jurul anilor 1970—1911, 
Buckmaster [30 si 31] a propus o altă v: riantă teoretică 
pentru definirea separării stratului limită nestationar. 
EI studiază evoluţia iniţială nestationara a singularitatil 
în punctul de separare prin considerarea unei schimbări 
impulsive mici a gradientului de presiune în vecinătate: 
acestui punct. Buckmaster arată că dacă punctul de sepa- 
rare se deplasează in sens opus curentului, atuner singula- 
ritatea apare doar în limita t — oo (staționară), tapt care 
nu concordă cu modelul lui Sears și Telionis. 

Exist? de altfel destul de multe tentative de à studia 
separarea sb atului limită in general, cercetări care au 
condus la un progres considerabil pentru înțelegel ea 
acestei probleme. O prezentare. foarte bună a rezultatelor 
obţinute în această directie se găseşte în luerarile mono- 
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grafice ale lui Brown şi Stewartson [28], Sears si Telionis 
[249], Riley [221], Telionis [292—295], MeOroskey- [168], 
Williams, III [327], Shen [254] etc. Amintim că aici noi 
ne referim doar la probleme plane. Extinderea criteriului 
clasic (4.1.1) la cazul problemelor spaţiale a fost făcută de 
mai multi autori dintre care menţionăm pe Bichelbren- 
ner [79], Shen [255] și Williams, III [328]. 


Ş 4.3. Reprezentarea mişcării în vecinătatea 
separării nestationare 


După cum se ştie (v. Schliehting [239] sau Loitianski 
[161]) în cazul mișcărilor staționare peste suprafeţe fixe 
punctul în care frecarea la perete se anulează marchează, 
începerea unei regiuni de curgere în care viteza n (relativă, 
la perete) își schimbă sensul (devine negativă), denumită 
regiune de mişcare reversá si care se întinde de la suprafaţa 
corpului pind la frontiera mișcării ideale (exterioare). O 
astfel de împrejurare semnalează apariţia undei sau bulei 
de separare. Cu totul alta este situaţia în cazul mişcărilor 
nestationare. In acest sens să amintim cá Despard si 
Miller [68], Ruiter si alţii [229], respectiv McCroskey si 
alţii [167] efectuind o serie de experienţe in care au urmă- 
rit separarea stratului limită nestationar pentru cazul 
profilelor de aripă au observat că grosimea regiunii reverse 
este foare subțire și ea rămîne în interiorul stratului limita 
iar fenomenul separării (nestationare) poate apărea mult 
mai departe de poziţia in care frecarea la perete se anulează. 
Apoi, procedeele numerice de integrare a ecuaţiilor mişcării 
nestationare peste suprafeţe fixe sau al mişcărilor statio- 
nare peste pereţi mobili (v. de exemplu Philips si Ackerberg 
[200], Telionis si alţii [289]) demonstrează că mişcarea 
reversa nu marchează nici sfîrşitul regiunii stratului limită 


. mici apariţia undei sau bulei de separare. Prin urmare efec- 


tele nestationare fac posibilă schimbarea direcţiei curgerii 
fluidului fără a se distruge caracterul de mişcare cu strai 
limita. Aceasta înseamnă cá în astfel de mişcări aproxima- 
(ille teoriei stratului limită rămîn valabile si în regiunea 
mișcării reverse, in particular, chiar în punctul in care fre- 
carea, la perete se anulează. Problema de ce ecuaţiile stra- 
tului limită staționar sînt singulare în punctul in care fre- 
„carea 1a perete devine zero şi de ce ecuaţiile stratului nesta- 
ţionar nu sint singulare în acest punct a fost într-o anumită 
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măsură lămurită, de Shen si Nenni [253]. Cu această, ocazie 
merită amintita si lucrarea lui Stewartson [274] in care 
sint sintetizate rezultatele obținute pină în anul 1974 pri- 


vind teoria soluţiilor asimptotiee ale ecuaţiilor stratului 


limită în vecinătatea punctelor de separare. Să mai notăm 

că Moore, Rott şi Sears au demonstrat că în cazul mişcării 
staţionare a unui fluid peste un perete care se deplasează 
în sens opus curentului desi regiunea stratului limită s-a 
terminat, apirind unda sau bula de separare, totuşi nu 
există mişcare reversi. În consecinţă, rezultatele obținute 
pina in prezent cu privire la separarea nestafionará se 


referă exclusiv doar la cazul mişcării nestationare a unui 


fluid peste o suprafață fixă şi al misearii stationare peste 
un obstacol mobil care se deplasează î în sensul curentului, 
adică al deplasării in sus (relativ la perete) a punctului de 
separare. Într-un sistem de coordonate legat de supratata 
unui corp concluziile de mai sus sint rezumate de Sears $i 
Telionis in fig. 4.4 unde se aratá poziţia punctului de fre- 
. care zero la perete, regiunea mişcării reverse, poziția sepa- 
rárii, deplasarea undei. de: it aie dn. sens Opt mişcării 
fluidului) si-lniile de curent.. z 
Să ne reamintim că modelul: lui Tan si Telionis de 
separare . se. bazează. pe „postularea faptului că ecuaţiile 
stratului limită devin singulare în toate cazurile cînd apare 
separarea, $i că după aceea unda. de. separare determina, 


cel. pun. local, o masă, i distinct’ de f. care bifurcá stra- 


RELE? „miscare: age _ tocul FEN 
mu t a or ^ 

AE ideala zi ^: in core u=0 : 

cati. s. ID 


„limita 


Fig. 44. Geometria punctul de ^ 
mișcării în  veciná-. frecare zero 


tatea separării. ne- dy 
3 LEN t 0 
staționare (Sears si A ; à E otis iu orbe 
r stratu! subtire al scurgerii 
Telionis, 1975). reverse situat m aa, 
i i gtratului limita 


pozitia separarit : 
frontul final al undei In miscare 


tul limitá obligindu-l pa ge e deplaseze de la perete. spre ex- 
terior. „Centrul separării” este localizat. după punctul de 
frecare nulă (v. fig. 4.4). Prin urmare instrumentul care 
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spune exact; unde şi cînd apare separarea stratului limită, 
adică violarea lui, este furnizat de însăşi ecuaţiile teoriei 
stratului limită. Această afirmaţie este susţinută 81 de 
observaţiile lui Dean [65] conform căruia singularitatile 
nu sint proprietăţi fizice ale curgerilor ; ele sint trásá- 
turi caracteristice numai ale ecuaţiilor stratului limită și 
nu ale ecuaţiilor lui Navier-Stokes complete. Cu alte cu- 
vinte nu apar infinități nici în soluţiile ecuaţiilor lui Navier- 
Stokes niei în experienţe la numere Reynolds miei. Din 
punet de vedere practic singularitatea este un obstacol 
pe care trebuie să-l învingem $i nu o trăsătură a Mişcării 
pe care trebuie să o studiem în detaliu ceea ce înseamnă 
că separarea se poate localiza în spaţiu si timp ealculind 
cit mai exact soluţiile ecuaţiilor stratului limită pentru 
a pune în evidenţă comportarea lor singulară. În acest 
sens merită studiată lucrarea lui Stewartson [273]: is 
the singularity at separation. removable ? 


S 44. Verificári numerice ale criteriului 
Moore-Rott-Sears de separare 


Foarte curind dupá ce Sears $i Telionis au propus cri- 


teriul separării nestafionare avind la bază singularitatea 
de tip Goldstein, sau similară ei, au fost făcute diferite 
încercări, majoritatea numerice, pentru verificarea lui. 
Pentru aceasta Telionis şi Werle [288], Tsahalis şi Telio- 
nis [303] au cercetat mișcarea staţionară, fara şi cu suc- 
tiune, a unui fluid peste o parabolă care se deplasează 
în sensul curentului observind că în acest caz separarea 
este caracterizată de anularea simultană a trecării şi a vite- 
zei într-un punct din interiorul stratului limită într-o 
manieră singulară. De aici ei au tras concluzia că separarea 
nestafionará este descrisă corect de criteriul Moore-Rott- 
Sears cu o singularitate de separare. Apoi, Telionis $i alții 
[289], folosind o schemă implicită cu diferente finite in 
care apar trei variabile independente (a, y, t) au analizat 
cazul special de mişcare exterioară U(t, v) = 1 — e(t)as, 
care este o generalizare a problemei lui Howart [115] 
semi-similare U(x) = 1 — «e. Puneţia P(t) este un poli- 
nom reprezentind un. gradient crescind de presiune $I 
care induce o. singularitate de separare. Punctul de- se- 
parare vg(f) este localizat urmărind comportarea proce- 
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deului iterativ de integrare adoptat in care numărul ite- 
ratiilor necesare pentru convergenta soluţiei creşte rapid 
ceea ce înseamnă că odată cu apariţia singularitátii algo- 
ritmul devine divergent. Pind la punctul de separare pro- 
filul vitezei « (în lungul peretelui) nu manifestă nici un 
fel de anomalie. In schimb componenta vitezei în direcția 
normală la perete v crește rapid în vecinătatea separării 
si aparent ea este nemărginită aceasta implicind prezența, 
unei sineularititi de tipul rădăcinii patrate (Goldstein). 
Totuşi, după cum arată Shen [254], aceasta nu oferá decit 
o idee vagă că singularitatea este de tip Goldstein. 

Tot pe această linie Williams și Johnson [330] au ará- 
tat că într-un strat limită semi-similar pentru care viteza 
exterioară, este o generalizare a profilului Howarth, adică 
U(z) =1 — &(v. Tani [282]) în care 


d) E, sau 2) pi are By 


pL GG hee AGNI Ee Ke 


A și k fiind constante, există în fiecare moment o singula- 
ritate de separare în interiorul stratului limită ce se depla- 
sează împreună, cu fluidul. Printr-o alegere convenabilă a 
constantei k situaţia 2) poate reprezenta o mișcare exterioară 
identică cu 1) dar observată într-un sistem de referinţă 
care se deplasează împreună cu punctul separării nesta- 
tionare. În acest sistem U = 1 — & + Abs, unde č. este 
abscisa punctului de separare, iar peretele se mișcă cu 
viteza u(£, 0) = AE/ — 6 + 15). Aşadar este posibil 
să se studieze fenomenul separării nestationare într-un 
sistem de referință legat de punctul de separare dar în 
care ea se identifică şi se analizează mult mai usor. Metoda 
folosită, de Williams și Johnson este cea à soluţiilor semi- 
similare în care numărul variabilelor independente se re- 
duce de la trei (2, y, t) la două & = Ela, t) gi q = NV, Y, i). 
Această metodă poate fi privită ca un procedeu de dilatare 
a variabilelor fizice (w, y) aga fel încît; separarea să se pro- 
ducă totdeauna în aceeași poziţie a coordonatei dilatate A 
În plus, în sistemul (£, 7) domeniul de integrare ramine tot 
timpul fix. Aşadar, în spiritul metodologiei soluţiilor simi- 

i cele două variabile 
dimensională f(& 1). 


lare se introduc în ecuaţiile (3.4.1) 
dilatate (č, n) 81 functia de curent a 
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După mai multe calcule rezultă ecuaţiile 


PU Hata) ff" Fa. =f") Fag — P) aaa — 


(4.4.1 a) 
NOR g: -- a, (^ ER f 2r] EN 
ae d PE C 


in care 4 = UF (E, n), n — yLUJ(. — M Es) pP iar coe- 


ficientii a; sînt funcții numai de 5. Condiţiile la limita ale 
acestui sistem sint seh Ee E UT m 
fC, 0). = 0, f'(&, 0) = KEL — E +28) 
pea co pq E TM de wo AAD) 
| f(Eo)-1. | 
accentul notind derivarea în raport cu variabila +. 
Ecuațiile (4.4.1) au fost rezolvate numeric de Williams 


straturilor limită staţionare nesimilare. De aici ei au găsit 
că în cazul mișcării nestationare peste un perete fix 
( = 0) şi A = 1, curgerea reversă începe în poziţia a 


S porran Fig 4:5. Profilele vitezei longitu- 
^p > dinale pentru U — 1 — E în cazul 
— “amui perete fix (Williams si 

"i Johnson, 1974). | 


6 8 10 


= 0,15 (v. fig. 4.5) iar pentru 57 0,15 rezultă o creştere 
rapidă a grosimii stratului limita. Calculele lui Williams 
şi Johnson demonstrează că într-un sistem mobil de coor- 
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şi Johnson prin metodele standard cunoscute din cazul- 


donate, soluţia nu se poale continua dincolo de punctul 
în care f = 0 din interiorul stratului limita. Geometric 
aceasta înseamnă că punctul (čs, ys) este un punct de 
minim pentru profilul vitezei f'(5s, n) $i prin urmare 


f'(És ns) =0, adică frecarea in acest punct este zero. 


Aceste trăsături sint in deplină concordanță cu modelul 
Moore- Rott- Sears (4.1.2). Apoi, ei au arătat că minimul 
lui f’ (în sistemul mobil) variază ca (Es — 6)? sau [(£s — 
— a)/(l — ADH? ceea ce înseamnă că singularitatea este 
de tip Goldstein. 

În continuare Williams si Johnson [331 ] s-au preocupat 
şi de cazul separării stratului limită in mișcare staţionară 
peste un perete mobil (A = 0) iar în lucrarea [332] ei au 
considerat cazul nestationar al problemei lui Falkner- 
Skan ajungînd la aceleaşi concluzii despre natura singulară 
a soluţiei ecuaţiilor stratului limită în vecinătatea punc- 
tului de separare. Din aceste cercetări se degajă o concluzie 
deosebit de importantă, mai ales din punet de vedere 
practic. Si anume, dat fiind faptul că există o relaţie între 
mişcările nestationare ale unui fluid peste suprafeţe fixe 
şi cele staționare peste pereţii mobili s-ar putea verifica, 
cel putin partial, criteriul M.—R —S (4.1.2) căutînd solu- 
' tiile similare ale mişcărilor peste supratete mobile care dau 
profile de viteză identice cu cele prezise de Moore din fig. 
41. De altfel Danberg si Fansler [61] au demonstrat că 
profilele de viteză prezise de Moore în poziţia de separare 
sint similare pentru mișcarea unui obstacol în sensul curen- 
tului si sînt nesimilare cînd el se deplasează in sens opus 
mișcării fluidului. | | EOM 

“Recent, Wang si Shen [317] au abordat numeric 
problema separării nestafionare pentru o clasă mai largá 
de straturi limitá plane semi-similare ce posedă domenu 
de mișcare reversá, şi anume. | ) 


U= 1 — A, țcos(B E) sau -U = 1, —.Ag&/(L-+ Bat) 


în care £ = w[(L:— M) iar Ay, Ag, Bı şi Ba sint constante 
pozitive. Avind în vedere structura ecuaţiilor rezultate 
aceşti autori au- propus următorul criteriu de separare . 


ETE wen Nl e a NN ES 


e 
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unde | s 
| (Ey wu) = atu -- AE) 


jar indicele e notează punctul critic de minim din planul 
(č, m). Ei observa că pentr u straturile considerate, modelul 
(4.4.2) coincide eu criteriul M—R—S (4.1.2). În plus de 
aici rezultă că modelul M—R--S este valabil pentru toate 
straturile limită semi-similare pentru care acesta poate fi 
enuntat fără noţiunea de sistem mobil de axe. . 

Deşi exemplele numerice de mai sus pun în evidenţă, 
comportarea singulară spontană a soluţiilor ecuaţiilor stra- 
tului limita nestationar într-un punct din interiorul lui, 
ele suteră totuşi de slăbiciunea că nu prezintă, nici o incer- 
care de comparare a acestor rezultate numerice cu unele 
analitice obţinute prin dezvoltări asimptotice in vecină- 
tatea separării nestationare. Aceasta spune cá de fapt 
încă n-a fost stabilită forma analitică a singularitátii de 
separare nestationará. Totuşi, Bodonyi si Stewartson 
[23] au dat un exemplu de mişcare nestationará singulară 
însoţită si de argumente analitice. Astiel, ei au demon- 
strat că stratul limită format între două discuri în rotaţie 
dezvoltă o singularitate, situată pe axa comună de rotaţie, 
cînd se schimbă brusc sensul de rotaţie al unuia din dis- 
curi. Alte încercări analitice pentru anumite straturi li- 
mitá particulare au fost fácute de Shen si Neni [253]. 
Sicev [257] etc. Se pune însă problema dacă poate apărea 
sau persista singularitatea de tipul rădăcinii patrate în 
mişcări nestationare mai generale. În orice caz dacă aceasta 
are loc se pare că sint puţine şanse ca ea să poată fi pusă 
în evidenţă pe cale analitică. O observaţie interesantă în 
această privinţă se datorește lui Bradshaw [25] care este 
de părere că demonstrarea pe cale numerică a apariţiei 
singularitátii este diticilă, din două motive. Pe de o parte, 
grupul de metode in care separarea se datoreşte singulari- 
tatilor se pare cá nu demonstrează alteeva decît că singula- 
ritátile nu sint universale, iar pe de altă parte, demonstrarea 
faptului că, o separare determinată se datoreste unei sin- 
gularitáti gi nu unei instabilităţi numerice nu este simplă. 
De asemenea nici intuiţia nu este un indiciu pentru postu- 
larea singularităţilor deoarece, după cum am văzut mai 
sus, singularitatea de separare este o consecință a unui 
sistem de ecuaţii inadequat $i nu un fenomen fizic. 
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Trebuie însă să spunem că în legătură cu intrebarea, 
dacă pentru un strat limită plan poate apărea după un 
timp finit o singularitate în regiunea de mișcare reversă 
sau, cu alte cuvinte, dacă ecuaţiile stratului limita plan 
nestationar pot avea o soluţie pentru toate valorile tim- 
pului, părerile sînt; împărţite fapt care a condus la apariţia 
unei controverse în literatura despre mișcarea viscoasa 
nestaționară (v. Riley [221], Williams, III [327], Cebeci 
[34], Bradshaw [25], van Dommelen şi Shen [305]). 
Această dispută se poartă între cei care preferă să intrebuin- 
teze termenul de ,,separare” pentru a indica punctul în 
care frecarea la perete se anulează şi cei care folosesc 
termenul de separare" sau ,,degradarea” stratului 
pentru a indica punctul in care apare o singularitate, 
grosimea stratului limită devenind infinită iar teoria cu 
privire la acest strat pierzindu-si sensul. Probabil numai 
timpul va hotări care terminologie va fi in final acceptată. 


| S 45. O metodă numerică pentru verificarea 
criteriului Sears-Telionis de separare 


Asa cum se vede din fig. 4.4 procedeele numerice 
pentru depistarea separării, nestationare conduc la inte- 
grări în regiunea de mișcare partial reversa. În acest mo- 
ment trebuie să învingem următoarea dificultate. Deoarece 
ecuaţiile stratului limită plan nestationar sînt de tip para- 
bolic în variabilele ~ (măsurată în lungul suprafeței cor- 
pului) si timpul , toate schemele existente pentru integra- 
rea lor numerică funcționează iterativ, adică pentru un î 
fixat se efectuează integrarea în sensul de creştere a lui & 
începînd cu # — 0 (punctul critic) după care pentru 
t + Al se face din nou integrarea pornind tot de la v = 0 
s.a.m.d. Dar caracterul neliniar al ecuaţiilor guvernante 
(derivatei convective u Ow[02) reclamă schimbarea sen- 
sului propriu de integrare cind componenta vitezei t 
lungul suprafeței corpului u devine negativă, adică odată 
cu ivirea mişcării reverse, fapt care conduce la apariţia 
fenomenelor de instabilitate. Bfectuind însă integrarea 
pe domeniul mişcării reverse se cer 'ondijii de start (por- 
nire) în anumite puncte din regiunea situata în amonte 
faţă de mişcarea reversă precum si o nouă schemă de inte- 
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grare. Această dificultate se poate invinge în mai multe 
moduri. Astfel, Wiliams si Johnson au observat cá rapor- 
tind problema la un sistem de axe care se deplasează 


împreună cu separarea nu se intilnese niciodată viteze — 


negative şi prin urmare sensul propriu de integrare al ecua- 
ţiilor stratului limită nu trebuie schimbat. De asemenea, 
Wang [318] a arătat, în baza curbelor caracteristice si 
subearacteristice ale ecuațiilor stratului limită nesta- 


tionar, că este posibilă rezolvarea acestor ecuaţii şi in re- | 


giunile de mişcare reversá. În fine, o altă cale de integrare 
a ecuaţiilor mişcării în regiunea de mișcare partial reversa, 
este folosirea schemelor cu diferente finite adecvate, ca 
de exemplu scheme înapoi și in zigzag. Urmind aceasta 
cale, Telionis, Tsahalis şi Werle, adepti ai teoriei singula- 
ritátii, folosind rețele foarte fine, au elaborat scheme impli- 
cite cu diferente finite pentru rezolvarea numerică a ecua- 
iilor stratului limită nestaţionar, scheme care mătură 
(acoperă) si regiunea, de mișcare partial reversă conside- 
rind mişcări cu gradienti de presiune ce variază continuu 
sau brusc la momentul inițial t = 0. In continuare vom 
schiţa, ideea metodei propusă de acești autori aplicată la 
cazul evoluţiei mișcării din jurul unui cilindru circular 


care porneşte brusc din repaus. | n 

— Fie U, viteza curentului principal iar L o lungime 
caracteristică à cilindrului (de exemplu, diametrul lui). 
Să adimensionalizim mărimile care intervin în ecuaţiile 
(3.4.1) în felul următor : vitezele w $i U prin Ux, v prin 
U.,]| Re, e prin L iar y prin L| Re. Atunci, aceste ecuaţii 


se scriu ——— 


„a Aire eR genet or asa (9d a) 
fs Mita tte Pedes 
j5 08. ig Og Pu OL io c 4B D) 


Bt 0m | dy loc nai dg t 


u(z, y, 0) = wlt, y). E Y, 0) = (2, y) 


oes, (0,0, 0). = t(2,0,1) 5 0. o a (4.94 c) 


(a, oo, t) > U(a, t) 


fiind supuse condiţiilor iniţiale gi la limita. - 


"unde U (a, 0)=0și U(a, t) = U(«) pentru Y Oe 
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Pentru transformarea acestor ecuaţii, într-o formă con- 


-venabilá de lucru, Telionis și Tsahalis [291] au introdus : 


variabilele independente 


= U(s) ds, y= 


0 


_U(«) 
(2 Eyu2 


UE 


de tipul celor folosite de Górtler [97] in problema corespun- 
zatoare staţionară, iar variabilele dependente (4, v) să le 
exprimăm prin. relapille: 


= UFE., nh oS iy us 
: U. (E. a) o | (ace V( É, 1) 


ope 


După ES calcula: ecuaţiile a. 5 1) primesc forma echi- | 


. Valenta 
pere 4520 
2E aR OF. a 
22 SEO por YA pe-a mI 
es E ve n j= E (4520) 


P(E, 5, 04) = 1 pentru n> 0, V(E, a, bs =0 (4.5.3 a) 
F(E,0,t1) = V(~,0,t) —0 — . (453 b) 
F(boon!1)-1 | (4539) 


in care p = (2 EJU) dU/d& este parametrul eradientului 
de presiune. Integrarea numerică a acestui sistem se face 
„folosind procedeul obișnuit de aproximare a derivatelor 
prin diferente finite. Astfel, Telionis si Tsahalis au consi- 
derat o reţea spapials eu pagi variabili Ak, Ansi şi At ară- 
tata- in fig: 4.6. d la 
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„Fie k, m, n indici de numerotare în direcțiile É t 
3 : r, y : 


ŞI să notăm Fa. = P( Eis Any ty). Se presupune că valorile 
Zero ale variabilelor idependente (&, 4, t), adică punctul 
critic din față al cilindrului, suprafaţa cilindrului si momen- 


Planul k=1 


e. 


ktin Ea i 


5 Ptanul mz1 - 
Oks1,1,n-1 


Fig. 4.6. Elementul rețelei spatiale de aproximare. 


“tul iniţial al mişcării, sint k = 1, m =1 si n = 1. Dacă 
OF /0i se diseretizeazá pe nodurile acestei reţele prin for- 


mula 


LO lame AL 


atunci ecuaţia (4.5.2 b) devine 


310 


—— 4- Aa A + AF any emm m =O (45.4) 
à di Y Y ae ws bv? d « 


ody, dy = BE (28/04) QjAD) sc 


As EM p m (2 EJ U?) (Pyn aal M), Ay => —2 EF. | 
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_ Să observăm că ecuaţia (4.5.4) are forma ecuaţiei stra- 
tului limită plan staționar iar pentru rezolvarea ei se pot 
folosi eu rezultate bune metodele numerice de rezolvare 
a ecuaţiilor parabolice. Pentru aceasta să considerăm 


+ 


aproximările prin diferenpe finite centrale 


n n 
= eaa — Erman 
06 Kymin | j AE 
On kmn l (A)? 


care introducindu-le în ecuaţia (4.5.4) rezultă sistemul 
bh (algebric): seci mne DR ou : 


ie By P Eimiin Zt CU EP jn +D pn kn 1-a = Gia 


supus condiţiilor iniţiale şi la perete 


apă atatia Vat Caite tineti ui cita a AD) 


respectiv condiţiei la infinit (4.5.3 c) care se poate serie 
în forma " hii iei. ST 
| Fu — Fi am X € (4.5.5 e) 


unde k, m si îi reprezintă numărul nodurilor folosite in 
direcţiile (E, y, t) iar e este o mărime (toleranţă) mică. 
 "Notám în treacăt că în poziţia k = 1 si un profil ini- 
tial de viteză, egal cu profilul mis cării impulsive de stagnare 
ecuaţiile (4.5.5) rezolvă problema mişcării plane din veci- 
nătatea punetului critic frontal al cilindrului. A doua ob- 
servatie se referă la posiblitatea integrării peste regiunea, 
de mişcare partial reversă. Pentru aceasta Telionis $i 
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TQ A CREAR Te hc a E d 


Ps 
2 
Y 
B. 
4 
s 
A 
E - 
+ 
k 
$ 
$ 
4.5 
b 
i 
| 
A 
p- 


Tsahalis au utilizat următoarea schemă cu diferente fi- 
nite În zigzag 5; ms 


am : i TI T1 ; 
On — Lepa na E Mem a — be Romul P lim n 
9 d km. 2A a 


în sfirsit, după cum am văzut in $ 3.5 condiţiile inițiale si 


la perete (4.5.3 a, b), care corespund unui strat de virie] 


din imediata vecinătate a suprafeţei cilindrului, implica 
valori infinite ale derivatelor funcțiilor necunoscute de 
unde rezulţă că nu se poate porni integrarea cu aceste 
condiţii. Ele se determina din soluţia aproximatiei de or- 
dinul zero a ecuaţiei (4.5.1 b) pentru timpuri mici, adică, 


u(x, y, t) = Ula) ert(y[Bt) — — (45.9) 


unde U(#) = 2 sin a. E 

Integrarea se face iterativ; din (4.5.6) se calcuieazà 
viteza pentru o valoare mică a lui t( # 0) după care se 
evaluează funcţia F = u/U în nodurile reţelei planului 
4 =1, aceste valori servind drept condiţii initiale (de 


pornire). Apoi, se dă timpului o creştere At și se efectuează 


integrarea pornind din poziţia k = 1 măturind (acoperind) 


planul n = 2. Metoda necesită o integrare pe kx» noduri 


corespunzind unei reţele bidimensionale (5, y). În fiecare 
poziţie kg se rezolvă implicit ecuaţiile (4.5.5) iar valorile 


lui Fim; calculate pe nodurile reţelei (ky, mM), se păs- 


trează in memoria calculatorului, ele înlocuind evaluările 
Puma. După ce a fost acoperit; intreg planul (5, n), sto- 
cînd valorile lui F in memoria calculatorului, se măreşte 
din nou timpul ¢ iar calculele se reiau din poziţia iniţială 
sl ka Muhe | np eg BP a EDER 
- Odată pusă la punct această metodă ea a fost testată 


de Telionis şi Tsahalis pe calculator, rezultatele find 
“comparate cu soluţiile ecuaţiilor lui Navier-Stokes com- 


plete sau cu date experimentale Cunos cute pentru problema 
cilindrului circular pornit brusc din repaus, demonstrind 
astfel valabilitatea modelului numeric propus de aceşti 
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autori. Pentru a pune în evidenţă procesul fizic de sepa- 
rare al stratului limită prin intermediul unei singularitati, 
în fig. 4.7 se arată traiectoria punctului de frecare zero 
pe suprafața cilindrului, adică c,(w, f) = 0, determinată, 
de diferiți autori precum si evoluţia singularitatii de 
separare în metoda lui Telionis si Tsahalis notată prin 
simbolurile A si A. Telionis si ''sahalis au găsit că timpul 
necesar ea frecarea să sc anuleze prima dată in punctul de 
stagnare din spatele cilindrului (0 — 180^) este ts = 
— 0,35 (v. tabelul nr. 3.2) şi el coincide cu cel determinat 
de alţi autori (Blasius, Wang etc). Ei au determinat pozi- 
(ia punctelor în care frecarea se anulează $i pentru t> 0,35 
observind că pind la ¢ < 1 rezultatele obținute sint in 
coincidenţă destul de bună cu soluţia ecuaţiilor lui Navier- 
Stokes cînd Re — 600 (Thoman şi Szewezyk [298]). 
Pentru {> 1 deoarece ingrosarea undei de separare alte- 
reazá simţitor mişcarea potenţială, această metodă conduce 
la rezultate inacurate. În intervalul 0,35 = t < 0,65 inte- 
^. grarea pind la 0 = 180° se face tără semne de singulari- 

| tate. Cînd î = 0,65 în vecinătatea lui 0 = 140? se observa 
apariţia unei singularitáti (separare) care se deplasează 
spre punctul critic din față al cilindrului. Urmărind evo- 
 lutia vitezei v in direcţia normală la suprafaţa cilindrului, 
Telionis si Tsahalis observă că pentru t= 0,65 ,,compor- 
tarea ei singulară este intrucitva confuză” fapt pentru care 
ei au ezitat să afirme că aceasta ar fi o singularitate de 
separare de tip Goldstein. În schimb după t = 0,8 compor- 
tarea singulară a lui v are toate trăsăturile singularitátii 
lui Goldstein. Telionis si Tsahalis sint de părere că ,,apa- 
ritia acestei singularităţi nu este o simplă creatură a pro- 
cedeului numeric adoptat ci un răspuns natural al mode- 
iului stratului limită la separare aga cum ea a fost pre- 
zisă de Sears si Telionis". Dacă t — oo se regăseşte pozi- 
ţia separării staționare 05 = 104°30’ (incepind de la pune- 
tul critic din fată al cilindrului). În fine, să mai spunem 
că în această lucrare nu se arată în mod direct ă singula- 
ritatea de separare are toate trăsăturile postulate de mo- 


delul M. —R —8 (4.1.2). Dar, daca aceste soluţii sint. trans- 


formate într-un sistem mobil | 
caracteristicile criteriului M—R—S. 
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8 4.6. Alte cercetări numerice privind 
| problema separării nestajionare - 


De curind, Cebeci [36] folosind schema lui Keller 
[141] eu diferente finite pe două noduri, combinată cu 
o tormulă eu diferente finite in zigzag, a repetat calculul 
eimpului mişcării din jurul cilindrului circular pornit 
bruse din repaus ajungînd pini la t = 1,4 fara sa observe 
apariţia unei singularititi. EL afirmă, ca, „singularitatea” 
observată de 'Telionis si Tsahalis este de fapt cauzată de 
metoda numerică adoptată iar soluţia adevărată este con- 
tinuă pentru toate valorile lui 7 (inclusiv t = 0,65) pentru 
care ea a fost determinată. În continuare Cebeci sustine 
că terminarea calculelor pentru t = 1,4 este determinata 
nu de apariţia singularitátii ci de cresterea rapidă a gro- 
simii stratului limită în regiunea de mişcare reversá, 
creştere pusă în evidenţă de Proudman și Johnson. Prin 
urmare, Cebeci este de părere că ipoteza singularitátii nu 
este corectă. Dar, să reținem că nici el nu prezintă argu- 
mente analitice în favoarea afirmației sale. | 

Să mai amintim că Walker [312] şi apoi Cebeci [34] 
au dat şi alte exemple de straturi limită nestationare în 
care regiunea, de mişcare reversá creşte rapid fara să apară 
o singularitate trágind. concluzia că separarea nestationara 
nu este în mod inevitabil însoţită de o singularitate. 

Vom încheia, discuţia privind controversa existentă în 
literatura de specialitate în legătură cu separarea nesta- 
ţionară, prezentind încă două puncte recente de vedere. 
Primul se datoreste lui Nguyen [183] care, introducind 


transformarea de "variabile | 
PS aU, = 4] 0 


a trecut de la sistemul (4.5.1) la unul mai simplu din punet 
de vedere computational — were j 


i Werte | 
RM aft Es ys 53 F=0 (46.12) 
On dy \dy U Oe 
OF "di ag 12 ..9U Era OnE (4.6.1 b) 
Ot 0y ; =? Oar. Oy? PE 
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Cu această transformare ecuația (4.5. 1b), de tip 
parabolic in raport cu variabilele « $i 4, devine o 
ecuaţie parabolic’ (4.6.1b) relativ la singura variabilă 
i ceea ce constituie un avantaj în raport cu alte metode 
numerice. Acum, absenţa derivatei de ordinul unu a lui 
F în raport eu c din ecuaţia (4.6. 1b) are ca efect faptul 
că nu mai trebuie schimbat sensul de integrare în regiunea 
de mişcare reversă. Rezolvarea numerică a ecuaţiilor 
transformate (4.6.1) este tăcută de Nguyen folosind o 
schemă semi-implieitá cu diferente finite care este liniar 
stabilă. Pe lingă faptul că rezultatele acestei metode sint 
destul de acurate (v. fig. 4.7), se pare cá se obține $i o 
economie însemnată a timpului de integrare. 


oor — 120 — WO» 160 180% 


Fig, 4.7. Comparaţia curbelor Tu(t, t) —0. 
— -= = -—- Presz si Heisler (1968); -—— Thoman 
si Szewezyk (1969); oo o Telionis şi Tsahalis 
(1977); =-~- Cebeci (1979); ——-—— Nguyen 
(1979); ØA Ø soluţia staționară a lui Terrill 
(1960). Simbolurile A si A notează timpul si po- 
ziția in care metoda lui Telionis şi Tsahalis 
devine inaplicabilă, 


Pornind de la ecuațiile (4.6.1), Nguyen a propus şi un 
criteriu pentru determinarea. intr-o manieră sistematică, 
a locului si momentului de manifestare a singularită fi 
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numerice care indică efectuarea, legitimă a calculelor. Pentru 
aceasta să ne reamintim că stratul limită din jurul unui 
cilindru circular posedă un punct de separare (desprin- 
dere) staționar, adică pentru un timp critic 4 = 1* este 
imposibil de continuat calculul. stratului limita. dincolo 
de acest; punet deoarece soluţia numerică, devine inexactá. 
După eum am văzut acest timp a fost pus în evidenţă de 
Belcher si alţii (7 = 1), Collins si Dennis (4% = 1,25), 
Cebeci (î* — 1,4) si Nguyen (mai multe valori). Dacă as; vem 
in vedere faptul că ecuațiile (4.5.1) descriu mișcarea în 
stratul limită laminar, atunei soluţia lor numerică obținută 
utilizînd o schem cu diferente finite este corectă daca ea 
verifică condiţia de descrestere a energiei cinetice, adică 


UP duis - p 
Et) = Meo de dy < 0. 


Cum, din punct de vedere fizic 7* reprezintă momentul 
in care apare fenomenul de tranziţie sau ca mişcarea lami- 
nará începe să devină turbulentă, aceasta înseamnă că 
Bt) — 0 şi justifică faptul că î* nu are o valoare unică. 
Așadar, este rezonabil să presupunem. că există o altă 
valoare a timpului, notată cu 7** (< i*), pentru care se 
manifestă singularitatea în ecuaţiile stratului limită in 
asa, fel că pentru £2 t** soluţiile numerice obţinute nu 
mai sint exacte. În scopul stabilirii naturii acestei singu- 
laritáti, Nguyen a considerat în locul tensiunii de frecare 
la perete c, o altă mărime q(x, t) definită prin relaţia 


OT, 


q(, t) = at F My i0, t) 


Tw 


Qa 


în care (2,1) = min ufa, y, 1). Inegalitatea 


aa, <0 


poate fi acceptată drept criteriu de existență a solutier 


qu) 0 


numerice. Dacă pentru un 41: 1** avem q(t » 
are 


atunci calculul stratului limită poate fi oprit. Se P 
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există o anumită legătură între definirea singularitáti 
q(a, î%%) < 0 şi separarea nestationari. 
^" Tot pe linia cercetărilor actuale care urmăresc îngră- 
direa creşterii rapide a grosimii stratului limită în asa fel 
încît calculele să poată fi extinse lu valori cit mai mari ale 
timpului, van Dominelen $i Shen [305] au reluat problema 
lui Telionis şi Tsahalis de determinare a singularitátii de 
separare în cazul cilindrului circular pornit bruse din repaus 
diseretizind ecuaţiile stratului limita scrise in variabilele 


lui Lagrange şi nu în variabilele lui Euler. În această for- 


mulare nu există disetinetie intre mişcarea staţionară, şi 
cea nestationari iar singularitatea soluției (separarea) 
apare cînd variabila lui Lagrange é generează un punct 
de extrem si derivată 0u/0& explodează”. | 
Dacă (č, m) sînt coordonatele lui Lagrange astfel ca 
la momentul initial planele lui Lagrange şi Buler sa coin- 
cidă, adică £ = x şi vy = y pentru t = 0, atunci ecuațiile 
(4.5.1), în care U = sin a, devin (v. Shen [254]): 


= 05 05. — 0x OS. ap miste 
c qoe dx: 02 — | Or Ax Ou 
HE sa, [odds aO P 
0: 2D 4 A ONS: 220-60 920608 


(Eyes cue E e asa 
X01 Soc. POE OE Oye NOE OH - ; 
On zi 0 u 5 Ox Ou 9 e 


5 anaE AE On dy 05 02 


supuse condițiilor la limită (4.5.1 c). În primul rind van 
Dommelen si Shen au rezolvat ecuațiile (4.6.2) presupu- 
nind că la momentul inițial (t = 0) stratul limită nu este 
cel rezultat din mişcarea impulsivă a cilindrului ci este 
unul artificial, dat de mişcarea plană de stagnare, adica 
«ox, y) = f(y) sin e unde f(y) este soluţia exactă a lui 
Hiemenz, iar în al doilea rind ei au considerat cazul 
mișcării impulsive in care wj(v,y) = sin v. Procedeul 
numeric de rezolvare a sistemului (4.6.2) este pe larg 
descris în [305]. Din această analiză numerică profundă 
rezultă, că van Dommelen $i Shen sint de acord cu obser- 
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vatia lui Cebeei că stratul limită din jurul cilindrului cir- 
cular este continuu pentru t = 0,65 (valoare singulară 
determinată de Telionis si Tsahalis) dar nu și cu părerea 
că soluţia problemei rămine si pe mai departe continuă. 
Soluţia numerică a lui van Dommelen $i Shen pune in 
evidenţă singularitatea pentru t = 1,5 iar timpul primei 
separări este 1; = 0,323. Se pare că ei au găsit rezultate 
care determină si forma analitică a singularitátii de sepa- 
rare. Asadar, studiul lor, analitic și numeric, scoate încă 
odată în evidenţă faptul că ecuaţiile stratului limita devin 
singulare in pozitia de separare. De asemenea, aceste rezul- 
tate demonstrează că singularitatea stratului limita mar- 
chează începerea procesului de formare a celor două vir- 
tejuri principale din spatele cilindrului circular (v. fig. 
3.14). | E dà 

În legătură cu aceste aspecte ale mişcării fluidelor 
viscoase ar fi totuşi impropriu să ráminem cu impresia 
că toate problemele care implică separare la numere 
Reynolds mari pot fi rezolvate pe cale numerică. Astiel, 
după cum se ştie, pentru determinarea soluţiilor numerice 
acurate ale caracteristicilor mişcării trebuie folosite reţele 
cu paşi suficient de mici care să rezolve neuniformitátile 
fizice din interiorul fluidului. La numere Reynolds mari 
 aceste neuniformitati se află de regulă in regiuni intinse 
si, deci, cerința pasilor de reţea fini în mod normal conduce 
la un număr total de noduri care, din punct de vedere ai 
capacităţii calculatorului şi al timpului de calcul, este 
deosebit de mare chiar si pentru calculatoarele cele mai 
moderne existente in prezent. 

În conclzie, cu toate cá se cunosc rezultate deosebit 
de importante privind natura separării nestationare totus! 
definiţia analitică corectă a acestui fenomen rámine o 
chestiune deschisă, în special în cazul miscarilor turbulente. 
Este de așteptat ca informaţiile existente sit stimuleze 
idei creative noi pentru o cercetare teoretică și experimen- 
talá mai completă, îndeosebi a acelor probleme eare im- 
plică fenomenele complicate de mişcare reversi CU separare 
si reatagare etc, | rl e ta 

Există, în același timp, pentru această problematică 
si alte citeva lucrări pe care le recomandăm spre consul- 
iare: Koromilas si Telionis [147], Sarpkaya [234 Și 


235], Taneda [281], Williams, HI [329], Yoshizawa. 


[355] ete. 
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er | Capitolul V ! | 
STRAT LIMITĂ TERMIC NESTATIONAR 


§ 5.1. Stratul limită termic din vecinătatea 
punctului critic al unui corp cilindric 


541.1. Miseare staţionară. Calculul transferului de căl- 
dură de la o suprafaţă a cărei temperatură sau flux de 
căldură variază în timp este o problemă importantă avind 
numeroase aplicaţii tehnologice. In acest context studiul 
mişcării unui fluid viscos în regiunea punctului de stag- 
. nare este interesant si datorită faptului că aici transferul 

de căldură are valoarea maximă, = 


Să considerăm mişcarea. staţionară a unui fluid viscos 
incompresibil în vecinătatea bordului de atac (punctului 
critic) al unui corp cilindric. După cum se ştie in această 
mișcare se formează un strat limită dinamic. (de viteză) 
staționar ale cărui ecuaţii, rezultate din (1.4.1), sint 


À (gtu) + (wiv) = 0 (5.1.1.2) 
Ox uy 
Bunsen Oth "WT re 

MW — PV SO Ny : (5.1.1 b) 
Oa Oy i  Oy* 


si care sînt; supuse condiţiilor la limită 
u = v =Opentruy = 0; u — ew daca y >. (0.1 e) 
Presupunem că pentru | < 0 corpul si fluidul posedă 


aceeaşi temperatură Ta iar la momentul ? = 0 tempera- 
tura suprafeţei corpului se schimbă bruse pină la valoarea 
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| constanti To(> Loo). În acest fel în jurul corpului se 
„formează si un Re limită, termic nestationar descris de 


ecuatia  . 


op oT o dm Ue 
ot ax “Wy Oy? 


unde T(w, y, d) este temperatura a fluidului din acest strat 
iar x este difuzia termică. Condiţiile o irt și la limită ale 
ecuației (5.1.2) se seriu 


i <0: T= T. Seni Gree y | 
i> 0: T= T, pentruy =0 — (12 


În cele precedente s-a presupus în mod tacit că dife- 
renta de temperatură T, — T. este mică astfel că densi- 
tatea, și viscozitatea fluidului rămîn constante si prin 
urmare stratul limită dinamice nu este influenţat de cel 
termic. De asemenea s-a considerat că numărul lui Mach 
al curentului exterior este mic şi atunci efectele disipatiei 
viscoase se pot neglija. Se pune acum problema determi- 

niri câmpului temperaturii din stratul limită termic, a 
parametrilor lui fizici precum și evoluţia stării de tempera- 
tură de la valoarea sa iniţială nestaţionară la cea finală 
staţionară. La fel ca în capitolele precedente cu toate că 
mișcarea este plană din punct de vedere matematice pro- 
blema este tridimensională deoarece timpul i, socotit 
variabilă îndependentă, intră în problemă ca rezultat a al 
nestafionaritátii stratului limită termic. Prin urmare 
rezolvarea ecuati ei energiei, desi liniară, este Intrucitva 
dificilă folosindu-se in acest scop atit metode analitice 
cit gi numerice, 

Introducem funetia de curent y prin relaţiile 


i Li Y 3X4 A A 
ris (2) dy = =(=) oO is 
ps ER 9y | rege Af OL: 
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si definim mărimile adimensionale _ 


2 mc (x| Dy2y, 7 se (270] ))U?y ,-.. t x 2! et Pr 


/w j | BS s z | : 3 : 
m [S lotis 05 m) = (2 — oN Tu To). 


„în noile AU. seuils 6149) devin o 


dey-re- E de = iion 


| 
| 
H 
e 
Š 
| 
L2 
d 
Si 
Îi 
i 


unde Pr = va este numărul lui Prandtl al fluidului iar 
accentul notează derivarea în raport cu n. După cum se 
ştie termenul 00/0 č- din ecuația (5.1.4) reprezintă căldura 


datorită convectiei paralele. cu suprafața: corpului şi care 


în cazul problemei. noastre. avînd o valoare mică de reguli 
se neglijează. Aşadar, in aproximatia 00/3 č = 0, ecuaţia 
stratului limită termic nestationar din vecinătatea punc- 
tului critic este | 


08.00 pri Or cc (Bd) 
Qc On? ax 


si ea se rezolvă in următoarele condiţii 


<0: O(n, 7) =0 pentru orice " 


T20: O(n, 1) 1 entes 0-0 (Q15b) 


| i Oln, 7) r ) = 0 dacă 33 
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De aici rezultă că studiul problemei stratului limită ter- 
mie implică rezolvarea ambelor ecuaţii (5.1.5) si (5.1.5). 
Cess si Sparrow [39] au determinat pentru prima data 
două soluţii asimptotiee ale ecuaţiilor (5.1.5), valabile 
pentru timpuri c miei, respectiv mari folosind metoda, 
iransformatei Laplace. Soluţia timpurilor mari (7 > 1) 
este aproximată printr-o serie întreagă de puterile varia- 
bilei p a transtormatei Laplace. Dar inversa transformării 
a acestei soluţii serie nu are sens fizic în planul timpului 
real astfel că Cess si Sparrow au construit, printr-un pro- 
cedeu de racordare, o altă soluţie aproximativă care cores- 
punde celor două soluţii asimptotice din planul Laplace. 
În vecinătatea stării staţionare (t > 1) ei au dat urmatoa- 
rea expresie pentru raportul dintre fluxul de căldură 
nestationar (Q, = — k(0T [09),-o în care k este coeficientul 
conductibilitátii termice) si cel staționar la perete 


qu) —1 Mrs exp (—a, T) Es Br exp (—d3 T) + --- 
Qos. — | E : se T E Es 
i re | | ccm (5.1.6) 


unde A, B, a, şi a, sint constante care depind de numărul 
lui Prandtl Pr. Pentru evitarea dificulăţilor legate de ex- 
primarea soluţiei în cazul timpurilor mari Chao si Jeng 
[42] au folosit soluţia serie din planul Laplace cuplată cu 


variabila, lui Meksyn (Vaz) , obţinînd expresia 


: b 
p" 
des ue ition esate E 
dy st. ae: on J 
l4 e, p" 
et A id 


in care b, şi 6, sînt constante dependente de Pr. Neglijind 
în această relaţie termenii de grad superior lui doi (apro- 
ximatie permisă deoarece cînd « este mare atunel p este 
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mic) si revenind la planul fizic rezultii 


Go 7). 


Ww st. 


| b h | | 
= Ie + bs — 3 exp (— c/c)... (5.1.8.) 


Dacă in (5.1.7) se consideră si termenii de gradul doi in p 
atunci se obţine pentru raportul Qu(v)|d, st. altă, expresie 
decit (5.1.3) ceea, ce înseamnă că nu există o aproximare 
unică a fluxului de căldură nestationar. În scopul rezol- 
vării acestei dificultăţi legate de unicitatea soluţiei, Chen 
si Chao [45] au recurs la un artificiu, introducind un para- 
metru y in seria corespunzătoare soluţiei pentru timpuri 
mici astfel ca ea să poată fi extinsă la orice interval de 
timp, în particular şi pentru timpuri mari. După inversa- 
rea acestei soluţii serie ea se racordează cu soluţia cunoscută, 
a stării staţionare de temperatură determinindu-se in 
acest fel parametrul y pentru fiecare valoare a lui Pr. 
cele din urmă Chen și Chao au stabilit relaţia 


izej ss 


Go) 


=1 pie | ) > 
Pw st. | 05(0) Int Yat 


TI 2 
e 4,(0). (2-Pr y). m T) 


+} 


En I (n[2) 


unde u/(0), 05(0) si ym sint functii de Pr. 

Acum din (5.1.6) si (5.1.8—9) rezultă clar că soluția 
stării staţionare de temperatură este aproximata în mod 
exponential dar cu diferite funcții pondere care pot th 
dependente sau nu de timp. Exploatiud această m 
vatie, Jeng și alţii [128] au reinvestigat problema transte- 
rului de căldură nestationar din vecinătatea punetului 
critic fără a recurge la metoda transtormatei Laplace. Ei 
au arătat că ponderile (numite valori proprii) din VE 
tiale pot fi determinate prin rezolvarea une prob ae 
valori proprii pentru ecuații diferentiale o1 dinar e neli > 
Rezolvarea numerică a problemelor cu v alori prop 
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: constituie una din ramurile importa tante ale átializei nume- 
rice moderne. În cele ce urmează vom prezenta această 
metodă, 

Se caută o soluţie a ecuaţiei (ja 5) sub forma unei 
“perturbații de la cea staţionară 0,0), ^ dici 


oa, = M) Ms - (6110) 


Substituind această soluţie in ecuaţiile (5.1.5) obținem 


T á %=0 A 
"E (5.1.11) 
$40) = = kl E RUE | 


mL Pu e Se 


ces i Pea. = 3 —_ (5.112) 


Lo 3-9 LIS T) ie 


waa (5: 1 Tija cae studii de mai mulţi i cercetători 
printre care Merk ers Meksyn [169], Chao si Jeng [42] 
stabilindu-se pentru coeficientul. transferului de căldură 
la perete relatia E x | | 


— (d0,/d0),- 


oo Ga o. Wak © we a 
"P6 yels 
| ( 0,6008 Pris 
| | O (Pr) w^ rk 
= pi i e aA - (5.1.13) 
M3 E Mee 
0,6011 Pr TESI | 
(Pr) : 


= dacă i sex QQ, 
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unde 
Cg(Pr)=1 4-0,11583 Pr-V? --0,0441 Pr-?/5--0 ,00118 Pr-1 + 


4-0,0002 Pr-4/3-+-0,0031.Pr-52+-.., 
C,CPr) =1 4-0,0846.Pr-7!/5 4-0,02352. Pr-*/? -0,00911 Prot 
+- 0,00021 Pr-1/?-1-0,00089 Pr-5k+4-.... 


: In continuare vom integra ecuaţia, (5.1.12). Presupunem 
că, soluţia ei se poate serie sub forma 


0,(, 7) = (1) 9 (7) (5.1.14) 
unde conform celor de mai sus 
O(t) = exp (—rt) : 


> fiind o constantă deocamdată nedeterminată. Funcţia 
(1) este soluţia ecuaţiei zm | 


Oo’ .- Prfó' + Ab —0 o . > (5.11.15 a) 
si ea trebue sa satisfacă condiţiile la limită 
d$(0) = (oo) = O. (5.1.15 b) 


Deoarece temperatura fluidului din exteriorul stratului 
limită termic este independentă de timp se poate presu- 
pune că soluţia perturbată (5.1.14) se reteră numai la re- 
giunea stratului limită termic. Apoi, funcţia (x) trebuie 
să tindă exponential spre zero cind m — co. Este deci 
necesar să se exeludá funcțiile O(n) pentru acele valori 
ale lui à care tind algebric spre zero cînd n —> e. Aceste 
condiţii constituie criteriul formulării problemei of : e 
proprii pentru parametrul ^. Jeng sl alții au arătat 
toate valorile proprii posibile ale lui ^ sint numere reale 
şi pozitive. 

Să, determină 
cazul mişcării plane ( = 0) 


m acum valorile $i funcțiile propri m 
din vecinătatea punctului 
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unde | 
ent Pr) —1 4-0,11583 Pr-'?-L.0,0441 Pr~? --0 00118 Pr-1 + 


--0,0002 Pr-4/? --0,0031 Pr 5/9 +... 
C, (Pr) —1 4-0,0846.Pr 7/5 -0,02352 Pr-?/? --0,00911 Prot 
+ 0,00021.Pr-*/? +-0,00089 Pr-95--.... 


„În continuare vom integra ecuaţia (5.1.12). Presupunem 
că soluţia ei se poate serie sub forma 


6,0, 7) = P(n) 9 (7) |. (8.144) 
unde conform celor de mai sus 


> fiind o constantă deocamdată nedeterminată. Funcţia 
@(y) este soluţia ecuației 5 t. | | 


à" 4 Pr fo! + hO=0 © (115a) 
şi ea trebue să satisfacă condițiile k limită 

$(0) = (0) = 0. (51.15 b) 
Deoarece temperatura fluidului din exteriorul stratului 


limită termic este independentă de timp se poate presu- 
e că soluţia perturbată (5.1.14) se referă numai la re- 


giunea stratului limită termic. Apoi, functia ®(n) trebuie 
o zero cînd y— oo. Este deei 


să tindă exponential spr ci 00. deci 
necesar să se excluda functiile P(n) pentru acele valori 
ale lui ^ care tind algebric spre zero cind y — 00. Aceste 
condiţii constituie criteriul tormulării problemei eu v alori 
proprii pentru pă 'ametrul A, Jeng ȘI alții au arătat că 
toate valorile proprii posibile ale lui ^ sint numere reale 
şi pozitive. | "-—-— ra 
Să, determinăm acum valorile si funcțiile proprii 
cazul mişcării plane ( j= 0) din vecinătatea punctului 
| 229 
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critic. Acestea rezultă din ecuaţiile (5.1.3) si (5.1.15) fie 
analitic folosind metoda lui Kármán-Pohlhausen fie inte- 
grind numeric aceste ecuaţii. În primul caz prin integra- 
rea ecuaţiei (5.1.15 a) se obţine 


[We + Pr [f o] — pra din + A D dy =0 
) 0 co 
de unde 
210) + Pripo às 
A ie ae sia (5.1.16) 
\° dy | 
0 


în care s-a ţinut; seama de. condiţiile la limită (5.1.15 b) 
si de faptul că d'(oo) = 0. Din (5.1.16) rezultă că pentru 
determinarea parametrului A trebuie să cunoaştem func- 
tiile f'(m) şi O(n). În acest scop f'(). poate fi considerată 
6a, fiind dati, de exemplu, de aproximatia lui Kelly [145] 


f'(n) = 1 — 1,3078 exp (—1,7799 n) + 
+ 0,3075 exp(— 3,5599 n). 


Apoi, deoarece (0) = Q'(co) —.0 si P''(0) = 0, din ecua- 
tia (5.1.15 a), se poate presupune că P(n) are forma 

O(n) = nexp(—By*) .  . 111) 
constanta B aflîndu-se dintr-o nouă relaţie după cum 
urmează. Sá inmultim (5.1.15a) eu O'(m) si să integram 
ecuaţia rezultată între limitele 0 $i co; avem = 


00 că 


yore dn + Pr | fà'? dy + Ayo dp —0 _ 
| 70 : i "RR NC a 0 a: : 
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iar dacă se fine seamă de (5.1.17) obţinem 


co 


2 Pr yon dq = 
0 


relaţie care furnizeazá valorile lui f pentru fiecare Pr. 
Odată găsit B se revine la (5.1.16) din care se determină, 
valorile proprii A, problema find astfel rezolvată. 

Adoptind procedeul numeric de gásire a valorilor 
proprii A acestea se determină rezolvind ecuaţiile (5.1.13) 
si (5.1.45) şi urmărind comportarea funcţiei ®(4); ele 
sint acelea pentru care ®(7) descreste la infinit monoton 
spre zero in mod exponential. Citeva valori ale parametri- 
lor A isi 8 se prezintă in tabelul nr 5.1 de unde se poate 
face o comparaţie între performanţele celor două metode. 
De exemplu prima. valoare proprie M, obținută pe cale 
analitică, este o aproximaţie foarte acurată ; ea diferă 
cu mai putin de 4% de valoarea exactă obținută pe cal- 
culator. Lr EI | C EE rum 


Tabelul nr. DE 


Citeva valori ale lul À si D pentru mişcarea plana de stagnare 


X $ metoda analitică — metoda numerică 
T = | 
Be | l zÀ : X ie 
m DES l E 
0,01 0,004621 | 0,01923 0,01951 0,03931 
0,1 0,0405 0,1781 . 0,184 0,3758 
9,7 0,2277 |. 1,066 15113 2,363 
1 0,3078 1,456 1,518 3,266 
10 . 1,894 9,463 9,52 22,377. 
100 ^| 9,865 50,72 40,7 | 121,77 


Revenind acum la (5.1.10) rezultă expresia câmpului 
temperaturii nestafionare pentru vi lori mari ale lui 7 


Hs 


T ES T — nt n | 
(1; v) = O(n) m Y Av Palm An) e ^ GEAN 


în care constantele A, de 


a stratului limită termic. Ele se determină prin racordarea 
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expresiei 


Gut) — MAD = 1 -|- én T ES Y Aer, T1 
Qv st. 0,(0) 05(0) nex] 


(5.1.19) 


pentru anumite valori ale lui 7, cu cea corespunzătoare 
timpurilor miei 7-1 stabilită de Chao $i Jeng, adică, 


lel T) A Co( Pr) d vM uL aPr Pr am 
Qo st, — 0,0608 Pr? (T(1/2) 8 161(5/2) 
a? Pr( Pr + 2) nii aPr(Pr + 4) 4+ (5.20) 
128 1(7/2).:.:--: 128 I'(4) 
ER Rs 4) n a3Pr[1 + Pr(45.Pr — 1)] em | 
512T (9/2) 512T'(5) 


Racordind expresiile asimptotice (5.1.19, 20) precum şi 
derivatele lor de ordinul unu pentru cîteva valori ale 
lui = se găsese constantele A, şi A, din tabelul nr. 5.2. 


Tabelul nr. 5.2. 


Citeva valori ale constantelor A, si A, 


cA Ii 
T 9 2,1 | 1;6 027 | 0,055 
| | 
Pr 0,1 0,7 1 10 100 
A, —0,2615 —0, 5633 —0,694 —1,6928 1—3,829 
Ag 0,01015 1,649 | 2:572 8,701 35,27 


Cu aceste valori ale lui A, si A, expresia (5.1.18) deter- 
mină, pe deplin comportarea stării finale staţionare a cim- 
pului de temperatură, Variația ei este ilustrată in fig. 5.1 
pentru Pr = 0,7. Se vede de aici că timpul necesar atin- 
geri stării finale staţionare de temperatură în stratul 
limită termic este de aproximativ 4 (unităţi de timp) $ 
-ea se aproximeazá în mod uniform. 
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Fig. 5.1. Starea finalà a profi- 
ului de temperatura pentru = 10 
Pr = 0,7 în cazul plan. 


5.1.2. Mişcarea impulsivá. Să presupunem acum că 
mişcarea plană sau axial-simetrică a fluidului viscos 
incompresibil în vecinătatea punctului critic incepe bruse 
la momentul i = 0 cu viteza U(x) — ex (e>0). După 
cum am văzut, în acest caz se formează un strat limită 
dinamic nestationar. Dacă simultan cu începerea mişcării 
se schimbă bruse temperatura corpului de la valoarea sa 
iniţială T, pînă la una constantă T(> T.) sau se im- 
pune un flux constant de căldură, atunci în vecinătatea 
corpului se formează și un strat limită termic nestationar. 
Într-un sistem de axe (x, y) legat de punctul critic, cele 


două straturi limită sînt descrise de ecuaţiile 


E (aw) + Ed (479) = 0 
dy 


Ox 
A A 02 
i. FU 2 + v UM = 028 -+ v Bas 
dt 09 Oy dy? 
9m m oT o?T 
oT -|- 4L oT -|- o SR =x ems 
0 da ay dy? 
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la care se ataşează conditiile inițiale si la limită 
«0: wev=0, T= To pentru orice-y. 
E20: w297-0 pentru y =0 
u —> cv dacă 4 — oo; 
do 0: (i) schimbare bruscă a temperaturii corpului 


T = T, pentru y = 0, T — To dacă y > o; 
(5.1.22) 


(it) schimbare bruscă a fluxului de căldură 


CT on 
: E — —kO0 pentru y = 0, T — To 
` dacă y — oo 


C fiind o constantă. La fel ca în cazul primei probleme 
LUN ai MM adimensionale . 


= = (oe oy T= 2fot, y = = - (vo) 12 (al Hes P 


oes ca -T IT e T. d hi P cnl (i) 
NT. sJICCIe!o y j in cazul (ii) 


ecuațiile (5.1 215 împreună cu condițiile iniţiale. Şi Ja. 
limită (5.1.22) devin pal e a LC A See 


ô odr: E 3 
Og pra pr P 1 —f'2)—0 


c «0: f=f' =O pentru orice E 
T» 0: f ep be "x 0 pentru Li] = 0 (5.1.23) 


TTE m Me rf ee (5424 a) 


Or OF 
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v «0: 0-0 pentru: orice’ + 
-20: (4j 021 pentru n = 0 


0 — 0 dacă — oo; 


(îi) —— = —1l pentru y —0, 0—0 dacă 7 > co. 
e; (5.1.24 b) 


In ceea ee priveşte ecuaţiile. (5.1.23), care descriu stra- 
tul limită dinamic nestationar din vecinătatea punctului 
critic, ele au fost studiate în cap. I. Problema care se pune 
acum este aceea a rezolvări ecuaţiilor (5.1.24). Recent, 
Sano [231] considerind fluide cu numere. Prandt] mici 
(Pr — 0), ca de exemplu metale lichide care au aplicaţii 
în tehnica nucleară, a stabilit soluţii analitice asimptotice 
pentru ecuaţiile (5.1.24). Astfel, dacă numărul lui Prandtl 
este de ordinul lui zero atunci grosimea stratului limită 
termic este mult mai mare decit cea a stratului dinamic 
şi pentru » mare putem serie 


Jm 3) ~ 7 + At) (5.1.25) 
unde (c) caracterizează. negtafionaritatea stratului - 


limita dinamic. Cu această aproximaţie a lui f(y, 7) ecua- 
tia (5.1.25 a) în noua variabilă ( = Pr!24 primeşte forma 


00 00 | fs e OG 
— = Pri) — 
7» oc (C+ 9 (7) ) ot 


și care conform ipotezei Pr — 0 devine 


00 0:0 „90 
Definind transformata Laplace a ftunetiei 9 (vy, t) ~~: 


OG p) lernt az 


isi 
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ecuaţia (5.1.26) se poate serie 
— op €—— — pga = 0 (5.1.27 a) 


avind condiţiile la limita 
(i) 0 = 1/p pentru č — 0,0 — 0 dacă C — co; — (5.1.27 b) 


(ii) m — —1/p Pr? pentru (—0, 650 
: dacă č — oo. 


Soluţia ecuaţiilor (5.1.27) este determinată de Sano 
care a scris-o sub forma 


814 —F(—»[2, 1/2, — Cif) T (A=) = 


— GF, 5 P = 2 | , 3/2 —t3/2)/2(- 9p G = i | 


unde ,F, este funcţia hipergeometrica iar A o constantă 
de integrare avind valorile A 


amen (PES Jim in cazul (i) 


90-02 p [E er y în: casul (i). 
2 


Dacă temperatura corpului se schimbă brusc la momentul 
initial, cazul (i), atunci transferul de căldură de la supra- 
fata corpului se obţine prin inversarea mărimii (09/00)c—o; 
după citeva calcule rezultă 

(vie) gy —— ( 28 m 


3. 
LON Eu k( T, — To) re (1 —e- te 
(5.1.28) 
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În stadiul initial (t mic) al formării stratului limită termie, 
din (5.1.28) rezultă pi A 


00 Pr! 
= (3) ^w (=) (5.1.29) 
On} n=0 TT 


si care este în acord cu transferul de căldură obținut din 

soluţia ecuaţiei (5.1.24 a) pentru timpuri mici, adică 
Ay, 7) = erte (2/2(z/.Pr)/?). Să notăm că, în cazul tim- 
purilor mari (t — oo) din (5.1.28) se obţine transferul de 
căldură din misearea staţionară egal cu 


o 
„| 0% Ja-0 T 


Variația transferului de căldură (5.1.28) este repre- 
zentatá în fig. 5.2 unde se arată si rezultatul lui Watkins 
[320] pentru Pr.— 0,7. | | le 


10 


9 
3 
. 1 : =a 
Fig. 5.2. Variația transfe- S$ 
rului de căldură: ------ | io: 1 
- Soluţia lui Rayleigh ; 
Pr = 0,72 (Watkins, 1975); "9 


—.—— Pr = 0 (Sano, 1977). 


03k l t 


În fine, dacă fluxul de căldură de la corp spre fluid 
variază brusc la momentul inițial, cazul (ii), atunci inver- 
sind mărimea (6)c-0 se obţine temperatura corpului din 
vecinătatea punctului critic dată de formula 


(Omo = (2/Pr n) *[n/2 — sin”? (e-2)]. 


În încheiere dorim să informăm pe cititorul interesat 
despre lucrarea lui Kasza [131 ] in care, aplicindu-se metoda 
lui Meksyn, s-a studiat formarea straturilor limita dinamic 
8i termic în vecinătatea punctului de stagnare plan pentru 
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o mişcare exterioară. de forma: U(z, t) = eaxg(t) cind tœ Ù 
si g(t) = 1 dacă t < 0. In particular el a considerat cazul 
g(t) — 1 + e(l — e7?) arătind că pentru mișcări accele- 
rate (e > 0) tensiunea. de frecarela perete este mai mare 
decît cea a mişcării cuasi-stafionare in timp ce fluxul de 
căldură este mai mic decit cel cuasi-stafionar. Bituaţia 
este exact contrară în cazul mişcărilor intirziate (c < 0). 


Ş 5.2. Stratul limită termic pe o placă nlaná 
: = semi-infinită  , are i 


Să considerăm o placă plană semi-infinită peste care 
are loc o mişcare staționară de fluid viscos incompresibil 
si în care viteza curentului principal este U (= const.). 
Presupunem cá initial placa $i fluidul au aceeași tempera- 
tură To. Dacă la un moment t = 0 temperatura plăcii 
se schimbă brusc pînă la valoarea constantă T, sau fluxul 
de căldură de la placă spre fluid se modifică brusc pină la 
o anumită valoare constantă, mărimi care în continuare 
variază treptat în timp, atunci ştim că problema implică, 
formarea a două straturi limită : unul dinamic (Blasius) 
staționar si altul termic nestafionar. Deoarece stratul 
limită Blasius este bine cunoscut se pune problema stu- 
diului stratului termic nestationar. In acest scop se men- 
tin ipotezele de lucru din $ 5.1 privind proprietăţile fizice 
ale fluidului. Atunci, într-un sistem de axe (v, y) legat 
de placă. ecuațiile- problemei sint 


v 


cu. condiţiile la limita 
cU E 0 wm 0 pentru y = 0; u > U dacă y — oo (5.2.1 c) 
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respectiv 
of |. Ob Vom T y dm 
metale war p meet ție HU hacen, Ioa e y E 
ot da dy Oy? Š Su | a) 


a cărui condiţii iniţiale si la limita sint - 


$—0: T = To pentru orice y 


OT 7 
t> 0: 7 = T,saü——-— — du pentru 4.220 (5.2.2 b) 
Oy k | T 


To Po dá y. 7 
După cum se stie soluţiile ecuatiilor (5.2.1) sînt date 
de ecuaţiile lui Blasius 


Qc c uu eg TL De 23a 


A0) = f'(0) —0,7(0) =1 . (5.2.3 b) 


unde f) este funetia de. curent adimensională iar ps 


= (U]vx)!?*y este o variabilă similară. Se poate de. ase- 
menea transforma si ecuaţia energiei într-una cu două 


variabile similare (7, 7) prin întroducerea mărimilor adi- 


mensionale | Bc. | 
„7 = Utje, Wr, n) = (T — Doo) [(L0 — T) 


Ofr, 4) = (T = Te)(k[q,) (Uve) 
in care Ofr, 7) si Olr, m) detinese variaţia temperaturii 
stratului limită cînd temperatura plăcii, respectiv fluxul 
de căldură se schimbă brusc la momentul iniţial (¢ = 0). 
După câteva calcule ecuaţia (5.2.2 a) cu condiţiile la limită 
corespunzătoare devine | 


920 1 00 
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0(0, 7) = 1, O(t, 06) ^0; 


sau 


2 (« E 

ð 9 ae + Prf 00 4 Pr f' 9 = Pr(1 — cf’) 90 

Om 2 0 2 Ot 
(5.2.5) 


0'(, 0) =—1, (7, œ) > 0 
si care pot fi scrise sub forma condensata 


ôg 1 0g 1 0g 
—3 p——prf—— — == Pr fg = Pr (1 — tf) = 
ant 53 15. 2 fg ( pp - 


(5.2.6) 


in care pentru o schimbare bruscă a temperaturii plăcii 
(de la momentul iniţial), termenul Pr f g se pune egal 


cu zero. Distingem două căi de rezolvare a ecuaţiilor 
(5.2.4, 5): analitice $i numeric, asupra, cărora ne vom 
opri pe scurt; în cele ce urmează : 

(i) Metode analitice. Din acest punct de vedere ecua- 
fia (5.2.4) a fost studiată de Cess [40 si 41], Riley [219], 
Chao si Cheema [43] si van Dyke [309], în timp ce ecuația 
(5.2.5) a fost abordată de Chao si Cheema [43]. In ce pri- 
veste ecuaţia (5.2.4) Cess, urmind metoda transformării lui 
Laplace a determinat soluţia ei sub formá de serie numai 
pentru situaţiile limită ale timpurilor mici (+ <1), res- 
pectiv mari (c > 1) pe care apoi le-a unit printr-un pro- 
cedeu empiric de racordare. El a obţinut pentru transterul 
local de căldură pe placă expresia 


6 
dă 5.) EAOa C. eM oed (^7 
anja- — Re (T, — To) T 


| (63.D 
— 0,02076 exp (—45*) — (0) ert (Ya, « ) 
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unde Re = Uv/v este numărul lui Reynolds local iar a,, 
a, si {(0) sint constante. În continuare, Cess a consi- 
derat fluide cu numere Prandtl mici astfel că in starea 
finală staţionară stratul limită termic este mult mai gros 
decit stratul dinamic. Atunci el a substituit componentele 
vitezei din ecuaţia energiei (5.2.2 a) prin valorile lor din 
regiunea exterioară stratului limită dinamic, obfinind 
soluţiile acestei ecuaţii pentru timpuri mici în serie de 
puterile lui «'^. 

Ceva mai tîrziu, Riley a arătat că de fapt în cazul tim- 
purilor mici stratul limita dinamic este mult mai subțire 
decit stratul termic oricare ar fi mărimea numărului 
Prandtl. Aceasta înseamnă că în perioada inițială (7 « 1) 
convectia căldurii este afectată de componentele vitezei 
din apropierea plăcii şi nu de cele din exterior şi prin urmare 
corect este să substituim componentele vitezei din ecuaţia 
energiei (5.2.2 a) prin valorile lor din vecinătatea plăcii. 


Procedind in acest fel Riley a arătat că soluţia corectă a 


ecuaţiei (5.2.4) pentru timpuri mici este o serie de puterile 
lui =%2 şi nu 7/2 cum a considerat Cess. În scopul stabi- 
lirii soluţiei corecte a ecuaţiei (5.2.4) să introducem 
variabila independentă 


a Zn (Prj (5.2.8) 


definirea ei bazindu-se pe faptul că în stadiul iniţial al 
formării stratului limită termic principalul mecanism al 
transferului de căldură este fenomenul difuziei termice. 
În noua variabilă ¢ ecuaţia (5.2.4) devine 


80 " ul E Ne 
See [eem f— tar) ae 
= 27 l 9 (rTJPr)'* T (5.2.9 a) 


supusă condiţiilor iniţiale gi la limita 


0(0, ©) — 0, Olr, 0) =1, (700) — 0. (5.2.9 b) 
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Conform celor spuse mai sus, soluţia acestei ecuaţii, pentru 
c «1, se poate exprima sub forma unei serii de puterile 
lui 2 = c ?^, adică 


(50-90 .. (52110) 
n0 . | 


în care primele trei funcții 0, (C) satisfac ecuaţiile 
o’ + 2 t6; = 


9,(0) = 1, O((00) = 0; 
| y " tg | 2a 2 A! 
Piet pS ppt (20 


$9 = = 0, (99) = = 0; 


0;' + 2 im 128. = == Se = : T = ut m 85. 
0,(0) = 0, o9) - zo 


Folosind, de exemplu, metoda analitică deserisă în $ 1.3 
solutiie acestor „ecuaţii sint | | 


9, = etie t 
9 3t e-t + = (3t 4- 2 03) j erte | 
SEU Wor | ener | 
$,-— [Sce tele enm 
6 Pr lx | 30 


e+ hs) en] a $e) 
u DNB pa rr ia. mla : 3 


Scanned with OKEN Scanner 


unde æ = f'"(0) = 0,33206 iar funcpia 0, o corectează pe 
cea găsită de Riley. De notat că ecuaţia (5.2.4) a fost 
rezolvată de Riley analitic şi pentru valori mari ale tim- 
pului + obfinind următoarele relaţii pentru parametrul 
transferului de căldură | | 

valori miei ale lui r: 


00 "a | 
— E = 0,564 Pr!/?:;717 — 0,0208 7 — 
Oy / 4-0 wo 
uri (5.2.12 a) 
— 0,5189 : 107? Pr-%2(6,625 Pr — 1) «9? + O(«5; 


| valori mari ale lui Tr: 


= (55) — 0,33206 — 0,5444 A«!**- 
0) 4—o 2x 


exp (—a+9/3) (1 +0(7)] (5.2.12 b) 


unde (1 +) Pr = 0,404, 4=1,409 Pr iar. A este o 
constantă nedeterminată. Dacă se impune condiţia ca 
cele două expresii (5.2.12) să se racordeze în punctul 
z= 1 atunci pentru Pr —1 rezultă A = — 0,6113. 
Vom menţiona ca termenul al treilea din relaţia (5.2.12 a), 
după cum rezultă din (5.2.11), il corectează pe cel deter- 

minat de Riley. E | = 
Chao şi Cheema au atacat ecuația energiei (5.2.2). folo- 
sind metoda transformatei Laplace combinata cu metoda 
lui Meksyn obţinînd o soluţie sub formă de serie după pute- 
rile lui 7, valabilă pentru toate valorile timpului şi care 
corectează expresiile lui Cess şi Riley. Astfel, în cazul 
unei variaţii treptate a temperaturii plăcii cu timpul, 
parametrul transferului de căldură are valorile urmă- 

toare: timpuri mici c: E 

— (5.) = 0,5642 Pra? — 0,02075 + — 

On n=0 | Ns 
— 0,518 - 10-3 Pr-9/* (6,63 Pr — 1) «9? 
9,287 + 10-4 Pr-? (10,5 Pr —1 — 34,1 Pr V t o3 
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timpuri mari «c: 


00 A. u9(0) 
Ea == (A Py MA UN A SP RORIS e: 
ET =0 EE 2 (27 Py) F 


| 9 1 ; 
+ (A I) (1 Bie e -- Tm je» + 


e^ 


eb | OWw4(0) — (AT) nn i 
+ Ta Pam (24 Pr) T(n/2) E *5 1) Ae 


Eo m LN ae ae I 
AG J( loot 


unde Asi w,(0) sînt constante care se determina din soluțiile 
problemelor straturilor limită dinamic şi termic stationar. 
Tot în aceeaşi lucrare Chao şi Cheema au abordat ecua- 
tia, (5.2.2) şi pentru O variație treptată în timp a fluxului 
de căldură de la placă determinînd în acest caz expresii 
corespunzătoare pentru temperatura plăcii. 


Recent van Dyke [309] a arătat că dacă pentru functia 
lui Blasius f(n) se consideră reprezentarea lui Weyl [5 25] 


fen) = È Dnm oss 


n=0 
în care D, = 2 iar ceilalţi coeficienți D, se obțin din relaţia 
de recurenţă 


(3n 4- 2)(3n + 1)(3n) D, = bY (8i + 2)(3% + 4) D Da-i 


atunci funcţiile 6,(¢) din seria (5.2.10) sint date de 
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ecuaţiile 


9, Lr 200, n 69, = 


n=] 
= g Prose v Y Gm + 1) Dala)” Pr magam, yag — 


m=0 


| "-—2 EX. 
— 3a Pro VY (n —m—1)(3m-F2)D,(—)"Pr-9»209, a 


i —0 


avind condiţiile la limită (5.2.9 b). Se verifieá prin inducţie 
că soluţiile acestor ecuaţii sint de forma | 


| = | 
6,(0) = Aaa f | + Ama Ela | E vy 3 


erfe £ | e7% 


; | SEM gn qon erfe 5 on l par à : 
pee ee n unt T limpar: 


* unde coeficienţii 4,,,, Se obțin dintr-un sistem algebrie de: 
„ecuaţii. Urmind această reţetă van Dyke a arătat că 
dacă Pr — 1 atunci parametrul transferului de căldură 
are expresia 


— P == = LU? — mecs 0,00291608 752 — 
On n=0 yz 16 
(5.2.14) 


— 0,000705065 <4 — 0,000217511 T? +.. 


De fapt van Dyke a determinat numeric primii 37 coeti- 
cienti ai seriei (5.2.14) dovedind că ea converge numai 
pentru + <1 iar dacă « z 1 această serie diverge, adică 
posedă o singularitate analoagă celei din problema stra- 
tului limită dinamice pe placa plană semi-infinità pornită. 
impulsiv din repaus, 

În încheiere notăm că deşi aceste soluţii analitice sint: 
foarte utile, fiind si uşor de manevrat, ele sînt aproximative 
si prin urmare implică anumite erori ceea ce pentru sco- 
puri practice uneori ar putea constitui un neajuns. De 


241 


16 — œ. 57 


CE Scanned with OKEN Scanner 


aceea s-a pus problema estimării erorilor soluţiilor anali- 
tice găsite mai sus, elaborindu-se metode numerice pentru 
determinarea lor şi care conduc la rezultate destul de 
exacte. O altă slăbiciune a acestor soluţii (analitice) este 
că ele sînt valabile numai. pentru valorile extreme ale tim- 
pului (mie, respectiv mare) iar soluția analitică pentru 
timpuri intermediare nu se cunoaşte. Cu alte cuvinte nu 
se cunoaşte natura tranziţiei de la starea iniţială, nestatio- 
nara a temperaturii la cea finală staţionară descrisă. de o 
soluţie analitică. Aşadar, folosirea metodelor numerice in 
rezolvarea acestei probleme permite stabilirea unei legă- 
turi strinse între rezultatele analitice si cele numerice. 


(ii) Metode numerice. În situaţiile menționate mai sus 
ecuaţia energiei (5.2.2) a fost rezolvată numeric veriticin- 
du-se acurateţea soluţiilor analitice determinate. În cele 
ce urmează vom prezenta. citeva dintre aceste metode, 
deşi cu unele dintre ele am făcut deja cunoştinţă cu ocazia 
descrierii stratului limită dinamic nestationar pe placa 
plană semi-infinita (v. Cap. II).. 


5.2.1. Metoda lui Dennis [67]. El a rezolvat ecuaţia 
(5.2.4) pe fiecare interval t <1, respectiv 1 < T< Tm 
unde c, este o valoare suficient de mare a; lui t astiel- ca 
soluţia numerică obţinută pe acest interval să se poată 
raeorda cu soluţia analiticá pentru « — oo, de exempi 
(5.2.12b). 

Soluția pentru t « 1. Sa revenim la i a (5.2 9). 
Deoarece soluţia ei naliti (5.2.10) apare ca o dezvoltare 
Taylor în jurul lui 2 = 0 atunci pentru evaluarea soluţiei 
numerice a acestei ecuaţii este convenabil să o scriem in 
“variabila z sub forma 


020 ðO 90 - 


=. — . (5.248 
ave om T? ar ey ( ) 
unde 
E | is 
ple, C) = 20 + Pri gia ef uf 33 
q(z, 0) = (a — Pplagil3 a5) v (5.2.16) 
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Ecuația (5.2.15) dă naştere la o problemă parabolică de 
tipul conduetiei căldurii. Deoarece 0 < f’ (n) <1 atunci 


pentru + <1 rezultă q— 0 $i prin urmare difuzia căldurii. 


are loe în sensul lui 2 (sau rt) pozitiv. În acest caz integrarea 
numerică a acestei ecuaţii se poate face pas cu pas 
folosind scheme simple cu diferente finite in care condi- 
tile de start sînt date de distribuţia iniţială a lui 0 pe 
linia 2 = 0. Dacă h și k sint paşii constanti în direc- 
tile Č si e ai unei reţele ortogonale atunci se poate 
obţine o schemă implicită aproximind derivatele din ecua- 
fia (5.2.15) pe nodul (6 — ih; 2 = Jk; t = 0; 1, 2..-, 
M ——1;4—0,1,2..-.N —1; G4 = Mh, 2, = Nk) prin 
formule eu diferente de forma (2.3.26). In cele din urmă 
această ecuaţie conduce la algoritmul implicit 


Pa, 


1 | dcl 
(1 de pus as, x (1 EX 95-455 — 
(5.2.17 a) 


e O—Q vna) 9u = —r1459 2 : 


în care y—h?/k iar valoarea, inițială a membrului drept al 
acestui sistem (algebric) se obţine din funcţia 0(£, 0) = 
= erfe C. Condiţiile la limita ale sistemului precedent sint 


600,2) —1, 05,2) — 0,2 «1 (5241 b) 


unde 7, este o valoare suficient de mare a lui C. Dar pentru 
rezolvarea, sistemului (5.2.17) este necesar să cunoaştem va- 
lorile funcţiilor p(C, z) si a(¢, 2) în lungul liniei 2 = const. 
După cum rezultă din (5.2.16) acestea depind de funcțiile lui 
Blasius f(n) si f'(m) care se determină din ecuaţia (5.2.3 a) 
printr-o integrare numerică cu condiţiile de start f(0) = 
= f'(0) = 0, f’"(0) = 0,33206 gi un pas corespunzător in 
1 calculat din (5.2.8) pentru 2 = «?/* dat. Sistemul (5.2.17) 
a, fost rezolvat de către Dennis cu ajutorul metodei supra- 
relaxărilor succesive, Citeva rezultate ale transterului de 
căldură, de la placă pentru Pr=1 se dau în tabelul nr. 5.3. 
împreună cu cele obținute din seria lui Riley (5.2. 12 a) 
sau van Dyke (5.2.14). Se observă de aici o coincidență 
destul de bună între rezultatele numerice şi cele analitice 
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ceea ce justitică faptul că seria (5.2.12 a) converge pentru 
tsli. 
Tabelul nr. 5.3. 


Parametrul transferului de căldură 


au 
— | —— pentru Pr == 15i 7 <,1. 
t=0 


Riley (1963) [Dennis (1971) 


0,05 1,529 1,527 
0,10 1,211 1,212 
0,25 0,887 0,887 
0,50 0,697 0,697 
1,00 | 0,539 0,541 


Soluția pentru = >1. În acest caz deoarece factorul 
(1 — cf’) isi schimbă semnul pentru anumite valori ale 
lui ņ e [0, oo), matricea sistemului (5.2.17 a) nu mai este 
diagonal dominantá si prin urmare procedeele iterative 
de rezolvare a acestui sistem nu mai converg. Ín conse- 
eintá se pune problema construirii unui algoritm numeric 
pentru rezolvarea ecuaţiei (5.2.4) în regiunea « —1 în aşa 
fel încît soluţia ei să satisfacă condiţia la limită in + = 1, 
stabilită mai sus, si care să tindă către soluţia stării statio- 
nare cînd t — oo. Pentru aceasta scriem ecuaţia (5.2.4) 
sub forma 


wd Dra oe (5.2.18) 
în care 


1 am 
pin, 4) = *^ Q(t, n — Pr (1 — xf). 


Aproximind acum membrul sting al ecuaţiei (5.2.18) prin 
diferențe centrale de forma (2.3.26 a) iar membrul drept 
prin diferenţe regresive (2.3.26 b) sau progresive (2.3.28) 
atunci pe nodul (n; tj) această ecuaţie se poate serie în 
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forma condensatá astfel 
1 1 
(1 JT F Pis LO Ux (1 NX im) 0-1 — 


= (2 4-Y (dil) Oa = v4,,,0* 
(5.2.19) 


unde 


gx — |. Vu dacă g >0 (5.2.20) 


05,541 dacă q < 0. 


Dacă pasul h este suficient de mie matricea acestui 
sistem este totdeauna diagonal dominantă. Dar el nu se 
poate rezolva printr-o metodă iterativă datorită influenţei 
progresivitatii implicată de (5.2.20) cind g < 0. Să obser- 
văm că sistemul (5.2.19) se extinde la toate nodurile re- 
1 ţelei din regiunea 0 < N < q,, L < T< unde 7, Si 
Tm Sint valori suficient de mari ale lui y şi t. Aşadar, 
trebuie să specificam condiţia la limită pentru funcţia 
- 6 cînd t — co. Aceasta este soluţia ecuaţiei staţionare 
care rezultă din (5.2.4) făcînd 90/97 = 0; avem 


9(7,0) — 1, OlT, nm) — 0, O(n, 4) >F(m) pentru +>1 


0 = 0(1,2) dacă r= 1 (5.2.21) 


in care 0(1, n) este soluţia numerică a ecuaţiei (5.2.9) pentru 
T =1 iar functia F(y) satisface ecuaţia 


BY += Pr! =0 


F(0) — 1, F(oo) — 0 (5.2.22) 


unde F(*)-1 —f'(n) dacă Pr —1. Dennis a integrat 
ecuaţiile (D.2.19 —22) folosind tot metoda suprarelaxării. 
Cîteva valori ale parametrului transferului de căldură 
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— (00/0y),-0 pentru Pr =1 se dau în tabelul nr. 5.5 
de la sfirsitul paragra tului $ impreună cu cele obținute din 
formula lui Riley (5.2.12 b) sau stabilite cu ajutorul altor 
procedee. . | | 


5.2.2. Metoda lui Cebeei si Bard [33]. Ne reintoarcem 


la ecuaţia (5.2.6) pe care o t ansformüin într-un sistem de 
ecuaţii cu derivate parţiale de ordinul unu prin introdu- 
cerea unei functii G(», 7); avem 


t 


MES reos (5.2.23 a) 
à : 
0G 1 1 E. 0g 
(CDI PrfG —— Prf g= Pr (1 — f). 
m bc IG Eng E f) 3: 


cu condiţiile initiale şi la limită 


Tx 0: g(t, n) — 0 pentru orice pda a) 
50: g(r 0) =1 Gan Q(s, ) eds oo 
| i UNUM ia (5.2.24 b) 


În ` domeniul (a 0,0zn«») se defineste o reţea 
dreptunghiulară arbitrară- (neuniformă) {Ta yj} ale cărui 
noduri sînt 


ho = 0, 704 = 0-4 t Anj =l, ep d NI = Ye 


Această rețea se arată în fig. 5.3a si ea defineşte schema 
Box de aproximare cu diferente (v. Keller [141 ]). 
Deoarece (5.2.23) este un sistem de ecuaţii diferentiale 
de ordinul unu, derivatele parţiale pot fi cel mai bine 
aproximate prin diferente centrale si valori medii in două 


puncte folosind numai valorile tunej iilor in virfurile unui 


dreptunghi (v. fig. 5.3. b). Să notăm eu (g*, G7?) valorile 
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pl 0071/2, i-a ) 
«| í 5^ 


De 5.9. Schema refelei de aproximare. 


numerice ale funcţiilor (g, G) pe nodurile (Ta, n). Atunci 
pentru funcţia de reţea, W gi derivatele sale se vor folosi 
aproxim irile- = p : no 

| n | OW is — n | wa E 
[Was (OE | UE : [e E | 7 — TER 


i 


„Oa LATTE Da 


pepe «T no Ea | ) € is | E 
1 On ida 9 Om j-1.. T jin PME 


T "-ya 

[T = an DII — DI). 
07 j- 1/2 

Dacă ecuaţia (5.2.23 a) se centrează pe nodul dat: LAS 

iar ecuaţia (5.2.23 b) pe nodul (Ta-1/23 Mi-a) adicá cen- 

trul dreptunghiului hagurat, atunci punind f =u se 

obţine următorul sistem de ecuații cu diferențe : 


ni (gf — 91-1) — Qa =0 m rs (5.2.25 a) 
1 ? i) fe Pr f, n G2 1 pru + 
ng (Gf — 01-1) st Pr Sinan Gi — |y Pr -u H 


| an - (1 ied Wy ua ua | gii = Biz (5.2.25 b) 


On 
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în care 
J H 
— M amas IC sscancsas e, ms * 5 
Ta-aa = (Ta ++ Tar Mia = 5 (5; F Mi-a) 
Ad P 
I 
—]/£n—1 ^Y —) - Dp '32—] 
Vus = — m (GF — Ga) — 2 Pr f;-15 65-1, + 


9 
di 52 —1 
+ tiens aie (1 — tarana) | iZi 


n 


Astfel, dacă (g^, G7!) sint cunoscute pentru 0 <j < 
< N, de exemplu, din condiţiile la limită in 7 = 0 nece- 
sare pornirii integrării, atunci (5.2.25) formează un sistem 
de 2J ecuaţii algebrice pentru 2J + 2 necunoscute (97, G^). 
Deoarece acest sistem trebuie să fie compatibil vom impune 
condiţiile la limită (5.2.24) în 7 = Ta, adică 


d = 9,(7,) sau Go = G,(v,), gf — 0. (5.2.25 c) 


De notat că aceste aproximatii diferenţiale sint foarte 
compacte, au ordinul doi de exactitate şi admit paşi 
variabili. | 

Cebeci şi Bard au seris prima dată sistemul (5.2.25) 
într-o formă matriceală (tridiagonală) după care l-au re- 
zolvat cu ajutorul unui algoritm elaborat de Isaacson 
81 Keller [122]. Dar, rezolvarea acestui sistem implică 
anumite dificultăți asupra cărora ne vom opri pe scurt. 
Să observăm că soluţia numerică a ecuaţiei (5.2.6) este 
greu de obţinut din două motive. În primul rînd datorită 
condițiilor de start (t = 0) necunoscute iar în al doilea 
rind datorită singularitátii introdusă prin variabilele simi- 
lare + și 1. Cebeci și Bard au evitat prima dificultate con- 
siderind că temperatura plăcii, respectiv fluxul de căldură 
de la placă variază după o lege sinusoidal’ si nu după una 
în scară, adică | 


2. Pe E (17/209) pentru 0x «- «a (5.2.26) 


1 dacă 724 
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a. = a sin (7/20) pentru 0 < « <a 
Nes 
—1 dacă + > a 


unde « este o constantă. Ei au rezolvat sistemul (5.2.25a —b) 
cu noile condiţii la limită (5.2.26) pentru trei valori ale 
parametrului a( = 0,0001, 0,001 şi 0,01) arátind că rezul- 
tatele obţinute sint destul de apropiate de cele ale lui Cess 
şi Riley ceea ce constituie un indiciu că este permisă apro- 
ximarea condiţiilor la limită din (5.2.4) şi (5.2.5) prin 
(5.2.26). | 

Dificultatea datorită transformărilor similare se referă 

ia faptul că factorul 1 — «f' din ecuaţia (5.2.23 b), după cum 
am văzut, isi schimbă semnul în raport cu t $i prin urmare 
devine instabilă. Cebeci si Bard au rezolvat această situa- 
tie relativ la singularitatea în + — 1 printr-un procedeu 
de calcul. Anume, în decursul calculelor s-a observat cá 
termenul RY, din ecuaţia (5.2.25 b) este negativ pentru 
toate valorile lui cînd = <1 iar începînd cu + =1 el 
isi schimbă semnul. Această schimbare de semn apare 
prima dată în poziţia n = jo Şi ea se deplasează spre 
placă cînd = creşte. În acest moment termenul Rj ye este 
împiedicat să-şi schimbe semnul neglijind valorile lui po- 
zitive si păstrarea doar a celor negative. Atunci, cu cres- 
terea lui t singularitatea se deplasează mai aproape de 
placă iar în starea staționară rezultă RR; = 0. 
În figurile 5.4 şi 5.5 se arată evoluţia in timp a proti- 
ielor de temperatura şi transferul de căldură pentru cîteva 
numere Prandtl cînd temperatura plăcii se schimbă bruse 
iz momentul. iniţial. Fig. 5.5 conţine de asemenea și rezul- 
tatele lui Riley (5.2.12 a), respectiv Chao şi Cheema 
(5.2.13 a) pentru timpuri mici (t <1). 

Privind fig. 5.5 constatăm că rezultatele lui Cebeci şi 
Bard concordă foarte bine cu cele ale lui Riley, respectiv 
Chao si Cheema. Deoarece seriile (5.2.12 a) si (5.2.13 a) 
converg numai pentru anumite combinaţii ale lui cv $1 
Pr Cebeci si Bard au arătat; că seria (5.3.13 a) se poate 
folosi cu rezultate bune pentru valorile lui t aproximate 
de formula + = 2 Pr% unde 0 < Pr < 100. Citeva valori 
ale parametrului transferului de căldură pentru Pr =1 
şi t> 1 sint prezentate in tabelul nr. 5.5 de la sfîrşitul 
paragrafului. | 
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Fig. 5.4. „Evoluţia profilelor de 
"temperatură pentru diferite nu- 
mere Prandtl. 


Starsa 
“staționară 


-1 5718 


Fig. 5.5. “Variatia transfe- 

rului de căldură în raport | 

cu timpul, — — — Riley - 

(1963) ;.'o Chao și Cheema, 

(1968); — Cebeci si Bard 
i (1973). 


o rn 
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5.2.9. Metoda lui Ingham [120]. De multe ori pentru 
compararea schemelor de calcul utilizate în rezolvarea 
numerică a unei ecu atii cu derivate parţiale, 8i prin urmare 
pentru stabilirea calităţii metodei, se ia timpul consumat 
de calculator. Astfel, de exemplu, folosirea schemei 
Crank-Nieolson de aproximare permite rezolvarea rapidă, 
şi eficientă din punct de vedere numeric a sistemelor alge- 
price de ecuații liniare rezultate din. ea. 1n această 
ordine de idei Ingham a rezolvat numeric ecuaţia (5.2.9 a) 
pentru « <1 folosind algoritmul lui Crank-N icolson $i 
metoda lui Gauss de rezolvare a sistemului algebric rezul- 
tat. Condiţia de start in acest algoritm s-a considerat 
0,00, £) = erfe é. Dacă se dezvoltă funcţia Hr, 4 + h) 
în serie Taylor in jurul lui n = 0 şi se tine seamă de rela- 
tiile | ; | 


920 — 030... 010 i ,, OD me 
a = 0, — = zw Ie Pr if pentru v = 0 
03:7 One Ox" 22 |. 010 | 


rezultă următoarea expresie pentru parametrul transferu- 


lui đe căldură de la placă. 


(8 on A A) ad) 
NO gaa: phy AT Dr "(0 | | 


1=0 ! - 


in cate h este pasul rețelei în direcţia y. În tabelul nr. 5.4 
se dau citeva valori ale acestui coeficient, comparate cu 
cele obţinute din formula (5.2.13 a). | 


j ; Tabelul nr. 5.4. 
Parametrul transferului de căldură —(00[0v))n-0 pentru Pr = i giti 


Chao şi 


Cheema (1968) Ingham (1977) 


T . P tic g D 9 
ecuaţia (5.2.13a)| "4 Hà (9.3.27) . 

0,05 | . 0,5221 2,5221 

0,1 1,7820 1,7819 

0,25 : 1,1231 <. 1,1238 

0,5  . | 0,7870 0,7866 

0,75 — ^ -0,6343 0,6338 

d. îi l 0,5399 0,5392 
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În cazul «2 1 ecuaţia (5.2.4) trebuie rezolvată cu 
condiţiile la limita (5.2.21). Dacă se consideră o rețea echi- 
distantă cu paşii À si k în direcțiile axelor 4 81 7, atunci 
folosind formule eu diferente centrale, ecuaţia (5.2.4) 
se poate diseretiza astfel : 


NES [20 ds (1 -> Pr Jo + (5.228) 


Qh 


h? i : 
E^ Pr (1 — fit;)(9i 341 = 9-0 |] (2 TE Pri) 


in care 


9,, = 0 (ih, 1 + jk), f, = fh), fi = fh) 
4 = ih, i = 0, 1; e) M — l; Va = Mh 


cl jkjj—094,... N E a = Ea 
Relaţiile (5.2.28) reprezintă un sistem algebric de (W — 1) 
x (N — 1) ecuaţii liniare cu tot atitea necunoscute $;,;. 
Deoarece acest sistem rezultă prin folosirea, diferențelor 
centrale, eroarea de discretizare este O(h?, k?) iar analiza 
stabilităţii lui arată cá el este stabil pentru h, k — 0. 
După cum s-a văzut în cazul metodei lui Dennis, sis- 
temul (5.2.28) nu se poate rezolva numeric printr-un pro- 
cedeu iterativ deoarece matricea lui nu este diagonal domi- 
nantá. În această situaţie Ingham a folosit o metodă 
alternativă care se aplică în felul următor. Deoarece 0,,; —1 
pentru orice j atunci dacă am cunoaşte valorile lui 9, ; 
am putea progresa iterativ în direcţia lui y şi să obținem 
soluţia, sistemului (5.2.28) pe toate nodurile (7, 4) ale re- 
felei, Dar necunoscind valorile lui 0,,; se prezic N — 1 
astfel de valori găsindu-se atunci soluţia acestui 
sistem care satisface condiţiile la limită pentru y = 0 
T — 1 gi t = Tu, Însă, în general, soluţia determinată nu 
va satisface condiţiile la limiti pentru n — jn»(= o9). 
Atunci, deoarece sistemul (5.2.28) este liniar cu cele N —1 
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valori prezise ale lui 0, se formează o combinaţie liniară, 
în aşa fel ea să se realizeze condiţiile la limită pentru 
7 =m: În calitate de valori prezise pentru 0, se pot 
lua, de exemplu, valorile calculate ale lui 0, cind j = 0,N. 
Parametrul transferului de căldură pentru Pr =1 
si => 1 se prezintă în tabelul nr. 5.5, observindu-se o 
coincidență destul de bună cu cel determinat prin alte 
metode. În plus, Ingham a arătat că metoda lui este de 
aproximativ 25 de ori mai rapidă decit cea a lui Dennis. 
pentru aceleaşi date (aceiași pași si numere Prandtl). 


Tabelul nr. 5.5 


Parametrul transferului de căldură —(99/9m)mn=o pentru Pr=1 sit >t 


l | Riley (1963 | A Cebeci şi Bard| Ingham 
T ceuatia (5.2.13b) [Demis 097D| ^^ (1973) (1977) 


LÀ ne aaa 


1,0:: 0,941. | 0,539. |. -0,5273 0,5392 
1,2 0,492 _ 0,483 = 0,4829 
1,9 0,417 0,411 0,4130 0,4108 
1,8 0,360 „0,359 — 2 0,3598 
2,0 0,342 0,341 0,3473 0,3429 
2,4 0,333 0,332 pee 0,3330 
2,5 0,333 0,332 0,3315 0,3326 
2,6 0,3323 


0,332 „0,332 =- 


Să, notăm că odată descrisă metoda lui Ingham sintem 
liberi să o aplicăm la o varietate de probleme care împlică 
fenomene impulsive, ea conducind la rezolvarea unei 
ecuaţii parabolice singulare. 


§ 5.3. Stratul limită termic din juru unui 
cilindru circular 


Multe probleme practice, ca, de exemplu, teoria ane- 
mometrului cu fir fierbinte, instalaţii de t ‘ansformarea 
căldurii ete. conduc la cunoaşterea transferului de căldură 
între un cilindru circular gi fluidul care-l înconjoară. După 

eum se ştie soluţiile numerice ale ecuaţiilor lui Navier- 
Stokes pentru problemele mişcării fluidelor viscoase Con- 
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stituie informatii valoroase în cazul cind măsurătorile 
xxperimentale sint dificile de efeetuat. Acest punct de 


vedere este justificat şi de numeroasele studii elaborate. 


privind mişcarea nestafionará a unui fluid viscos incompre- 
sibil în jurul unui cilindru circular pornit brusc din starea 
de repaus. Este totuşi surprinzător faptul că pină acum 
s-au cut relativ puţine eforturi în legătură cu aspectele 
transterului de căldură ale acestei probleme. Astfel, Yang 
[347] a studiat problema folosind metoda relaţiilor inte- 
orale. Jain şi Goel [125] au prezentat soluţii numerice 
pentru valori mari ale timpului trecut din momentul înce- 
perii mişcării cilidrului, numărul lui Prandtl Pr = 0,72 
(aer) şi numere Reynolds Re — 100 si 200. Apoi, Apelt și 
Ledwich [5] au analizat problema formării cimpului de 
temperatură din jurul cilindrului circular pentru numere 
Reynolds cuprinse între 1 $i 40. In continuare, Sano [232 ], 
urmînd metoda racordárii dezvoltărilor interioare şi exte- 
rioare a stabilit o soluţie analitică adevărată pentru sta- 
diul iniţial al mișcării cilindrului cînd straturile limită, 
dinamic si termic, se dezvoltă rapid, numere Prandtl arbi- 
trare si numere Reynolds Re > 100. În sfirsit, Cebeci 
[35] a elaborat, in aproximafiile teoriei stratului limită 
(numere Reynolds foarte mari), o soluție numerică care 
include şi regiunea de mişcare reversă. În acest paragraf 
vom prezenta citeva rezultate analitice şi numerice ale 
acestei probleme. | | 
Sá considerăm un cilindru circular infinit temperatura 
suprafeței căruia, iniţial egală cu cea a fluidului înconjură- 
tor T£, se măreşte] brusc odată cu începerea mişcării 
impulsive a cilindrului (la t = 0) pînă la valoarea constantă 
T*(> 15). Atunci, pe lîngă stratul limiti dinamic în 
. jurul cilindrului se formează si un strat limită termic 
nestationar care, in principiu, poate fi studiat urmind 
metodele elaborate în cadrul teoriei stratului limită dina- 
mic nestationar, În sistemul de coordonate polare (7*, 0) 
legat de cilindru, ecuația energiei | 
L4 LES i E 
de (PE) T* —xvt T* (5.31) 
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in mărimile adimensionale (3.2.1) se serie 


ot E. 


OP 4, e (24,82 29 OF 
dr 00 90 7 as 


TEA [ata OT. 1. OL 
OM cis Pe OF r? OO? 


unde 7 = (T* — T%)/(T3'— Th). În acord cu formularea, 
problemei condiţiile initiale și la limită ale ecuaţiei (5.3.24) 
sint 

; Tz 0: UT AU pentru orice [4 | 


020; T—1. pem&u r—1. = (5829) 


0 0p 0 dacă roo. 7- 


Şi aici problema, comportă două etape de rezolvare si 
anume, studiul caracteristicilor termice in cazul timpu- 
rilor mici (¢ <1), respectiv timpuri mari (î>1). . 


5.3.1. Soluţia pentru timpuri miei (Sano [232]5 Se 
caută o soluţie analitică a ecuaţiilor (5.3.2) pentru stadiul 
initial de mișcare considerind dezvoltările interioare şi 
exterioare în forma ANC : 


P(r, 0,1) = ¥ Ti (R, 9,0) s", T(r, 6,0 = 


(00 
99 i (dn22 
= $ T 0, t) e". (5.3.3) 


"0 


Substituind dezvoltările interioare. vi, T! din (3.2.14) 

5 y ` v [i _ . " me Li l 
si (5.3.3), respectiv dezvoltările exterioare Q^, T din 
(3.2.7) gi (5.3.3), iar apoi identiticind coeficienţii {acelorași 
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puteri ale lui e, rezultă pentru funcțiile T şi T^ următoa- 
reale sisteme de ecuații 


Ot Pr £5 | (5.9.42) 


OT", V 9* T^ Mo 9T, |, En 97, 


at. Pr ðR Pr ôR 00 ÔR 


Odi oTi 
aR 98 


o Ti D oT’, V 353 Lx qa 0T, 4 927, 
ðt Pr OR? Pr\ aR ^ OR = 


94 OT, Odi OTi og oT) 


ôR 30 ok 00 00 OR 


t 9 OR. aR 00 — T m 
3.2. m.d. 
"LN 
at 


avs i (AR oTi cai a (5.3.5) 
: 


at ər 00. 00 Gr 


ots z( oy OTS , 09 OTT — 
Ot pl Or 00 ðr | Q0 


opi OTa ON S>) xi 
00 dr | 00 a 


(ON La em, E) 
„Ore s. Or p 9 
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ş.a.m.d. 
Se observă imediat că soluţiile ecuaţiilor exterioare 


r co sint 


T4 = 0, n = l, dy. 


si prin urmare condițiile la limita și de racordare ale ecua- 
tiilor interioare (5.3.4) devin 


Ti = 1, T = 2 pensa iy ==, 0 
ner? (5.3.6) 


“mita, 6, 25-0, TR, 0, t) 2350 dacă Row ‘ 
n =2, 3,..-. 


Ecuația (5.3.4 a) supusă, condiţiilor la limita (5.3.6) 


are soluţia 
Ti = — erfe (Pr? n) 


— unde n = E[2(vt)!? agitel T că dino seamă. Şi de (3: 2.18) 
ecuaţia (5. 3. 4 b): devine . < pa Cae 


9T v OT 

oo — Pr OR 
— 4(Pr[z) (m exp ( —Pr n?) ert 3 — 

me exp(— —Pr m?) [1 — exp( — 4 e cos 0 


S Pra 7)- mi m exp p(— —Pr 7?) = 


sau punind : 
Ti = (vi) 400 - ) + fn) ) cos 0 


„rezultă, ecuațiile | 

/ + 2Pr ofi — 2 Pr fi = —4 h (5.3.7 a) 
‘f1(0) = 0, Jil) > 93 

fi +2 Profi — 4 Prfa = —4 ha (5.3.7 b) 
J2(0) = 9, fa(oo) > 0; 


in care | 
— —(Pr[n) yu? exp (— Pra 2) 


hy = 4 oa, 2 fy erte 4- «71 [1 — exp( — n] =n} 


.exp( — Pr 7"). 
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Soluţia ecuaţiei (5.3.7a) este 
za ` in fi iei a n erfe (Pri? i)e 


Pentru stabilirea soluției ecuației (5.3.7 b) să observăm 


că p= +2Prn? si q= (L +2 Pr n?) ert (Dp? n) 4 


+ 2(Pr/x)/? exp (—Pr 12) 


sint două soluţii particulare ale ecuaţiei omogene ataşate 


acestei ecuații. Folosind atunci metoda, variaţiei constan- 


telor se observă că soluţia generală a ecuatiei (5.3.7 b) 
se poate scrie sub forma, 


ode GP? Jp exp (Pr at) gla) hla) da + 


iaj 


exp (Pr a?) p(a) hale) da = 


Pe | = > (S385. 
| - (av ær (Pr 12) an). we a 
de unde = = o 
fit) = 4| exo (Prof) he n) — ac an = 


= 4 [(L + 2 Pr n?) exp (Pr n?) erfe (Pr? y= 
| ) 


— 2 (Pr]r)¥*9] ha (n) dv 
Tinind acum seamă de rezultatele pr ecedente, după 
cîteva, calcule se găseşte că ali a CEA RE Se 3.4 e) tre- 
buie căutată în for ma 
T= vale) + (rV gio) cos 8 + Pas) 
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în care functiile fs, g, şi ga se determină din ecuaţiile 
3 +2Pryfs—4Prfs=—4r,  — (53.93) 
‘gi +2 Prog —6Prg = —Ar, — (5.8.9 b) 
gi +2 Pragi —8Prg,— —Ary (5.3.90) 
J0) = 0, fs(c0) > 0, g(0)—0, g(00) — 0, i —1, 2 
uds s-a notat | Ad 


n me Li qns n) + 3(Pr/n)® 9 exp (—Pr 7?) 


Ta = E (9) of 2Er e ers e = pn [1 — exp (— I 
ER) + 4(Pr] s exp (—Pr 12] — 
: -5 „Pr Alo) exp(—Pr at) 
no _aPr (i Lila) ert U S 4(Prjz i B(s) exp Gà Pr 391 
„sin? 0 + {[y erf n — m12 (1 — ert (—32)]f2(3) — 
od (Prim) B(n) exp (—Pr 1?)]) cos? 0. 
A(n) mE d 2n = (24) 1 = on 


EE (Sn/2/2) 72 at PES Sae exp (=) 
B(q) = ge i exp c erfe 1 — [8/8 (2)!/3]- 
-erfe (2) + iy! 3 erfo? n = js am y exp (—7°) - 


-erte 1+ 8s) 7) exp (— 34) -— = 1 orfo? " * 
+ (4/97 — 3/2) x -18 exp(— m) +o | 
+ (4 + 4/97) n? erfo n + (| + mE n? exp C — 42) + 


Hp alai) erto n + (1/2 — 2/87) erto n + (8/3 n 
| — 4/9n — apa. | 
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În sfîrşit, ecuaţia (5.3.9 a) are soluţia 
1 uen 
fs = 9? erfe (.PrV? m) + ri (n .Pr)-17? q exp ( —Pr n?) 


iar soluțiile ecuațiilor (5.3.9 b,c) se pot exprima într-o 
formă analoagă cu (5.3.8). Cum în probleme practice de 
multe ori transferul de căldură dela suprafaţa, cilindrului 
este o caracteristică mult mai importantă decit tempera- 
tura fluidului din jurul cilindrului, ne interesează numai 
mărimile gi(0) şi g:(0) care sint date de relaţiile 


gi(0) = —2 (Pr sj" (3s + 2Pr n?) exp (Pr s) - 
| cori : 2 : o GP ae dd E | are 
-erfe (Pry?) — 2(Pr[n)-V* (L + Pr n2)] rola) dy 


co 


g«(0) =F £ (3 4-12 Pr»? +4 Pr? nt) exp (Pr 13) Pe 


ot 


-erfe (Pr'/? 4) ERS} Prin)! T (5s F 2Pr qt] Fin 


unde s-a ţinut seama că ecuația omogenă ataşată ecuației 
(5.3.9 b) are două integrale particulare de forma 


35 +2 Pr? şi (8 + 2 Pr s?) erfo (Pr? x) + 
+ 2 (Prim) (L + Pr n? exp (—Pr 7?) 

iar ale ecuaţiei (5.3.9 c) acestea sint 
(8 4-12 Pr n? + 4 Pr? yi) si (8 +12 Pr v? +4 Pr? vf). 
ser fo (Pr!? 4) + 2(Pr]n) (5 n + 2Pr n°) exp (—Pr x). 
,. Cîteva valori numerice ale lui gi(0) şi gi(0) pentru dife- 
rite numere Prandtl se dau în tabelul nr. 5.6 unde g2(0) = 
= G,(Pr) sin? 0 + G,(.Pr) cos? 0. 7 
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Tabelul nr. 5.6. 


Valori numerice ale lui q1 (0) si- 4,40) 


— 


Pr g!(0) G,CPr) G4(Pr) 
0,01 0,5947 —0,0312 | — 0,0049 
0,1 0,4078 —0,0375 | —0,115 
0,7 0,1107 0,134 —0,287 
0,73 0,1024 0,139 — 0,292 
1 0,0414 0,181 —0,324 
5 — 0,2115 0,382 —0,463 

10 — 0,2833 0,447 — 0,506 


Acum se poate determina parametrul transferului de 
căldură de la suprafaţa cilindrului, caracterizat de numărul 


lui Nusselt . ea TE cdi 


MTS Tb) o ar Jo 


unde q, = — k(OT*)Or*) pot. Acesta are expresia 


Nu = (Pope | nm + (Po — 
d "; Pr-¥? fa(0) «cos 6 — (1/4 n) («|.Pe) — 


— = +(7]Pe)'/2g1(0) cos 0 — prin gz (0) T? +... | 
| (5.3.10) 


in care Pe = RePr este numărul lui Peclet. Variația lui 
Nu pentru Pr = 0,1 gi 0,7 cînd Re = 100, 1000 şi co este 
ilustrată în fig. 5.6. Pentru comparaţie s-a trecut aici și 
valoarea lui Nw corespunzătoare stării staţionare de tem- 
peratură (+ — oo) calculat prin metoda lui Merk [170] 
în aproximatia stratului limită (Re —> oo). Se constată 
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din această figură că in stadiul iniţial (t< <1) transferul 
“de căldură scade monoton de la o valoare maximă în 
punctul de stagnare frontal al cilindrului pînă la o valoare 
minimă in punctul critic din spatele lui. Pe măsură, ce tim- 
pul creşte (+ <1), exceptind cazul Pr = 0,1, punctul 
0 — 0, în care Nu este minim se deplasează, la fel cu și 
punctul de separare 0 = 0,, spre înainte (către punctul 
critic din faţă) si începînd din acest punct Nu creşte. ^ 


Oo ree oor e DR 17243597... 180° 


i 
D 

Dv 
^ 
CM 
] 

rn 

^ 

- 

| ; 
s 


six) Rig. 5.0. Distribuţia - numărului. Nusselt local: ro 
— Sano (1978): — — — Re = 100; —: — Re =.1000, — Re = 09, 
MEE <- Merk (19059); —.— t= oo, Res 00 77-50 0 


362. 


Această creştere a lui Nu poate fi pusă în legătură cu fe- 
nomenul separării nestationare care, după cum am văzut, 
începe pentru «e (0,32 — 0,4). ' 


UD? | LLL Ré: : 
iiio i dep ix Că | em | Liber 
6c ,@s Oe gin ee 
420° i ES uem 
a 
pr N Re209;: 
_ 
: N 4 wre A 
| ee 1 
| 140° ES 4 F- Rez100 
| i 
460° 
Se 1802: es 
EE 06 (4 Q8 


Fig. 5.7. Variația unghiurilor 0, si 0, cu timpul. 


Evolutiile lui 0, si 9, in timp sînt arătate în fig. 5.£, 


lui 0, este mult mai mică decît asupra lui 0,. În schimb 
0, este mai puternic influenţat de numărul lui Prandtl 
decît de numărul lui Reynolds. Astfel, cu creşterea lui 
Pr punctul de minim (0 = 0.) se deplasează spre înainte 
tinzînd asimptotic către o valoare constantă care depinde 
de « și Pe. Aceasta, înseamnă că efectul separării stratului 
limită asupra transferului de căldură este mult mai puter- 
nic pentru valori mai mari ale numărului Prandtl. Pentru 
anumite valori critice ale lui Pr creşterea numărului 
Nusselt poate fi observată înaintea apariţiei separării 
stratului limită iar după ce aceasta are loe creşterea lui 
Nu începe în regiunea mișcării neseparate, adică în fata 
frontului undei de separare. Dimpotrivă, cu descresterea 
jui Pr efectul separării asupra transterului de căldură 
devine mai putin însemnat. În acest caz creşterea lui Nu 
începe după ce s-a produs separarea iar punctul de minim 
“al lui Nu este situat; în interiorul regiunii de separare. 
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——— 


= 0,1 şi t « 1 creșterea numărului Nusselt nu se poate 
observa. Acest fapt se explică prin aceea că pentru + <1 
grosimea regiunii de mişcare reversa este foarte subţire 
(v. cap. IIT) si prin urmare cînd Pr este foarte mic această, 
regiune se reduce la un strat foarte subţire situat în spa- 
tele stratului limită termic datorită conductibilitatii ter- 
mice mari a fluidului. Acum, viteza în ecuaţia stratului 
limită termic poate fi în principiu aproximatá cu cea din 
mişcarea ideală exterioară. 

Este de asemenea interesant de observat (v. fig. 5.6) 
că în toate cazurile pina la t = 0,6 valoarea staţionară, 
a numărului Nusselt se aproximează în mod continuu iar 
pentru t = 1 această aproximare este discontinuă. Acest 
fapt rezultă mai clar din fig. 5.8 în care este reprezentată, 
variația în timp a numărului Nusselt local în vecinătatea, 
punctului de stagnare frontal (0 = 0) al cilindrului pentru 


După cum ne lasă să înţelegem figura 5.6a pentru Pr = 


Fig. 5.8. Variația numărului Nusselt 

local în punctul de. stagnare (0 = 0) 

pentru. Re — co:... @ Merk- 1959); 
— Sano (1978) 


diferite valori ale lui Pr impreuná cu valorile corespunzá- 
toare staţionare determinate prin metoda lui Merk. În 
acelaşi timp se constată de aici că dacă Pr creşte atunci 
valoarea staţionară a numărului Nusselt. este aproximată 
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mult mai bine şi prin urmare convergenta seriei numărului 
Nusselt (5. 3.10) este mult mai bună pentru valori mai 
mari ale lui Pr. | 


9.9.2. Soluţia pentru timpuri mari (Jain şi Goel [125]). 
Aşa cum s-a menţionat mai sus, Jain și Goel au 
făcut un studiu numeric al problemei stratului limită, ter- 
mie nestationar din jurul cilindrului circular pentru tim- 
puri mari (t > 1). Astfel, dacă la momentul t = 0 cilindrul 
porneşte brusc din repaus în direcţia 0 = 0 (v. fig. 3.2), 
atunci ecuaţiile lui Navier-Stokes şi virtejului (3.1.1) 
împreună cu ecuaţia energiei (5.3.1), scrise in mărimile 
adimensionale (3.3.1), primesc forma 


do 1 [2 do av 2e) 35. 
Gor xd E eeu V?o 
Ot ri Or... 00 =. 00- Or ey 
| E SE - | (5.3.11 a) 
: om vy d. uUo une (5.3.11 b) 
oT [op aT o PY ary Se Geer 
at r (5 ôr 00 90 TE Rey Pr 
tasare Poe omen = er e (6.3.01 e) 


unde V^? este Laplaceanul în coordonate nohe (3.2.3) iar 
funcția de curent Y este definită prin relațiile 


1 ow ; oF. 
p 00 i Op 


Condiţiile iniţiale și la limită ale ecuaţiilor (5.3.11) sînt 


^» $0: VY =o = T = 0 pentru orice r 


(20: Y = d 0,. T = 1 pentru r= 1 (5.3.12) 


Ap op sin 0, T —0 dacă » > oo. 
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Introducind variabila £ = In r si punind 9 = sin 0 + 
+ W ecuaţiile (5.3.11) împreună eu condiţiile la limită 
(5.3.12) se scriu 


gee, Oy 0o db dw 
00  0E 00 X 00 OE 


.f[(00 do | 2 [( 92% Au ) 
+o (5° sin 0 — 2 cos 0} + er -- J- 


0 0? 


T» NERA 2 ETAM : Le 
o=— ADM oe s) (5.3.13 a) 


Lam, m Gm e T, 


Rep 


Æ e(a na S 2 r 5 pal r)=0; - 


TE de: om 


t <0: y= o = T = 0 pentru orice E s 


i20: quum. a = —sin 9, D= pent =0- 


Se eee a (5.3.13 b) 


unde pentru integrarea numerică a acestor ecuaţii se con- 
sideră un domeniu circular de rază r = exp (3). Luind, 
de exemplu, & = x atunci exp(x) = 23,1406226, care este 
suficient; de mare in aga fel ca funcţiile v si T să aibă va- 
lori foarte mici pe conturul considerat. 


. Dacá se consideră acum o reţea plană cu pasul con- 


stant h $i se aproximează pe nodul & = (i — 1)h, 
0 = (j — 1)h derivatele spatiale prin diferente centrale 
iar derivata temporală prin diferente progresive (v. J ain 
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şi Rao [124]), ecuaţiile (5.3.13 a) devin 


Ses At | ete ee 
x os ate At) -— w(t) E aie (Vena —. P Be Gg: 
— Vica (91144 — 094-21) — (04144 m 
| Ts 01,1) (944; — Went -- 
| + 2he 07 (orst — 95) Sin (J — 1)5 — 
— (614,4 — 9;-,,) COS (J — 1) h] + 
p e-33H35 (oit F Oig F Oig T 00-1 — tu) 
Rép e p m e | 
p(t) d (Viens + Winns 2E Viza -r Pis- F 


~ Baos- 
= Se ae i OU cn UR Ww Ier 


Tit + At) m T (t) RT Pet ea — : 


Ves (Tua = Tui) = Gia = Mu (Bossa — 


4p 2he-9 [T4 — Tu) sin J — Dh — 
| (T, us = Tica) cos (j — 1h] + | 


& 7 : | 
8 ges» (nap Decat Tut Tu -4Tu)- 


Metoda de rezolvare pe calculator a acestui sistem se. 


poate găsi în lucrările lui Jain şi Rao, respectiv J ain şi 
Goel menţionate mai sus. Redăm în cele ce urmează citeva 
din rezultatele acestui studiu. Astfel, în fig. 5.9 şi 5.10 sint 
reprezentate la diferite momente curbele isoterme din Ju- 
rul cilindrului pentru Pr = 0,73, Pe = 100 si 200. Se 


“constată de aici că în momentul apariţiei separării stra- 


“ului limită aceste curbe sint simetrice în raport cu direc- 
tia mişcării cilindrului (v. fig. 5.9 a şi 5.10 a) iar pe măsura 
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ce unda de separare se extinde are loc o distrugere semni- 
ficativă a simetriei curbelor isoterme (v. fig. 5.9 d şi 
5.10 d). Prin urmare o schimbare importantă în structura 
isotermelor are loe numai în regiunea de separare din veci- 


Fig. 5.9. Curbele isoterme pentru Rep = 100 la momentele : 
a) {= 3,47; b) t = 6,42; chit = 9,33; d) t—124 -- 


Fig, 5.10. Curbele isoterme pentru Rep = 200 la momentele : 
| a)t-—6;b)129,1; c) t=134; d) t — 16,5 


nátatea punctului critic din spatele cilindrului. Pe măsură 


ce această regiune creşte în lărgime atunci și curbele iso- 
terme se alungese 8i ocupă o regiune mai întinsă. 
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Variația numărului Nusselt local Vu(0, t) = 2 q,a/k = 
— —(08T|0& la diferite moment ral dni rr 
: ( čeno la diferite momente se arată în fig. 5.11 
în care, pentru comparaţie, s-au trecut şi rezultatele expe- 
rimentale ale lui Eckert si Soehngen [78]. Jain şi Goel au 


Fig. 5.11. Numărul Nusselt local pen- 

tru : a) Rep = 100 si b) Rep=200. — 

— valoarea experimentală, Eckert și 

Soehngen (1952); — valoarea teore- 
ticá, Jain si Goel (1976) 


calculat valorile lui Nu pînă la t = 12,4 pentru Be = 
— 100 şi pînă la t = 16,5 pentru Re = 200, extrapolind 
apoi aceste valori ale lui Nu pentru timpuri foarte mari. 
Examinind aceste figuri constatăm că rezultatele exira- 
polate (curbele punctate) sînt foarte apropiate de cele 
experimentale. Mai observăm aici fluctuatia numărului 
Nusselt în regiunea punctului critic din spatele cilindrului. 
Pe suprafaţa cilindrului minimul transferului de căldură 
are loc undeva între punctul de separare şi punctul critic 
din spatele cilindrului. 7 


Transferul total de căldură de la suprafața cilindrului 


se obține prin medierea coeficientului local, adică 


si el este ilustrat in fig. 5.12. De aici rezultă că în stadiul 
initial al mişcării, fluxul total (transferul) de căldură creşte 
bruse iar în continuare descreste monoton 1n timp către 
valoarea sa staţionară. Portiunile de curbe punetate re- 
prezintá fluxul total de căldură pentru timpuri foarte mari 
si ele indica o comportare buna in raport cu cel dav de 
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relaţiile : Nu, = 0,43 + 0,48 Rel? pentru Re, = 200 
(v. McAdams [166]) si Num = 0,39 + 0,51 Rel? pentru 
2 < Rep < 200 (v. Kramers [149 ]), stabilite experimental. 

Să mai amintim că un studiu numeric similar cu cel 
precedent a fost ficut de Apelt şi Ledwich [5] dar pentru 
numere heynolds cuprinse între 1 si 40, valori pentru care 


si Goel (1976); —.—.— Rep=5, Ji - 
^ Apelt si Ledwich (1979). — — 


ceu. Bon Ao S gc 26 


nu apar virtejuri în spatele cilindrului. De exemplu, varia- 


tia numărului Nusselt pentru Rep — 5 se arată in 
fig. 5.12 de underezultă că și aici transferul de căldură de la 
suprafaţa cilindrului creşte brusc la momentul initial după 
care deseregte asimptotic către valoarea sa staţionară. 

Cititorul interesat mai poate consulta în legătură cu 
aceste probleme următoarele lucrări: Dordevi [69], 
Gorla [93], Inouye și Yoshinaga [121], Jeng si Gorla 
[127], Zien [342] eto. | 
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Capitolul VI 
STRAT LIMITĂ COMPRESIBIL NESTATIONAR 


6 6.1. Consideratii generale 


Mişcarea, fluidelor compresibile in statul limită pre- 
zintă unele particularităţi care nu apar în cazul mișcării 
fluidelor incompresibile. La mari viteze, la care efectele 
compresibilitátii nu pot fi neglijate, este necesar să ţinem 
seamă, de variaţia mărimilor care caracterizează mişcarea 
în stratul limită, cum sint : temperatura, densitatea, visco- 
zitatea; conductibilitatea termică ete. Astfel, multe pro- 
» bleme curente de aerodinamică reclamă studiul mișcărilor 

accelerate sau intirziate ale diferitelor aparate ; de exemplu, 
' rotatiile unor palete in curent de aer neuniform, oscilatiile 
- aripelor avioanelor ete. Apoi, aprinderea unor substanţe 
chimice solide prin introducerea, lor bruscă într-un curent 
de gaz fierbinte este în legătură, directă cu fenomenele 
de încălzire si tranziţie a mişcărilor nestationare compre- 
sibile. De notat că pini în jurul anului 1965 majoritatea 
studiilor despre mișcarea unui fluid compresibil în stratul 
limită, se refereau la cazul staționar, mişcările nestationare 
fiind doar partial considerate. Un motiv pentru această 
situaţie era faptul că în cazul multor probleme practice 
efectele nestationare se considerau ca nefiind prea impor- 
tante iar comportarea mişcării nestationare cît şi. dife- 
ritele caracteristici ale stratului limită la diterite momente 
rezultau din aproximatia de ordinul unu cuasi-stationara. 
Dar, în etapa actuală de dezvoltare a tehnologiei, studiul 
mișcărilor viscoase compresibile nestationare a devenit 
O problemă foarte importantă mai ales pentru aviaţie. 

Tentativa determinării soluţiilor (frecürii §1 transte- 
nului de căldură), exacte sau aproximative, pentru setul 
complet de ecuaţii ale st:atului limită compresibil nesta- 
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tionar, in care ecuaţiile impulsului și energiei sint cuplate 
conduce la dificultăți practice considerabile. De aceea, se 
cunosce doar citeva soluţii particulare ale problemei gene- 
rale, stabilite tie prin metoda dezvoltárilor in serie, fie 
prin metoda relatiilor integrale sau folosind diferite teh- 
nici de integrare numerică, In acest spirit pentru stratu- 
rile limită plane se pot alege transformări similare conve- 
nabile care reduc numărul variabilelor independente de 
la trei la două iar soluţiile (semi-similare) ale ecuațiilor 
transformate pot fi obţinute numeric relativ uşor, de 
exemplu, cu ajutorul metodei diferențelor finite. 

Dintre lucrările de început în domeniul teoriei miş- 
cărilor compresibile nestationare este cea a lui Moore [171] 
care, considerind mișcarea unui fluid datorită, deplasării 
rectilinii a unei plăci semiinfinite a cărei temperatură se 
schimbă brusc la momentul initial, a calculat devierea, 
profilelor de viteză şi temperatură de la starea lor cuasi- 
staţionară. Ceva mai tirziu Ostrach [189] a extins soluția 
lui Moore incluzind efectul transferului de căldură spre 
sau de la placa cu temperatură constantă. Dar, aceşti 
autori s-au ocupat numai cu soluţia pentru timpuri mari 
de la începerea mișcării plăcii. Ulterior, o serie de cercetá- 
tori printre care Howarth [116], van Dyke [306], Ste- 
wartson [268 şi 269], Moore si Ostrach [174], Pai [191], 
Piquet [202] etc. au considerat diferite variante ale pro- 
blemei. Recent, Schetz si Oh [238] au cercetat tranziţia 
miscárii de la starea initialá nestationara la cea finala 
staţionară pentru o placă semiinfinită care porneste impul- 
siv din starea de repaus într-un fluid compresibil, analiza 
fiind făcută în planul densităţii constante (planul incom- 
presibil). Ei au determinat un profil de viteză care racor- 
-deazá continuu soluţiile problemei din cele două regiuni, 
nestationará și staţionară. Apoi, Yang şi Huang [349] 
au stabilit soluţii numerice pentru timpuri mici (stadiul 
initial de mişcare), considerind că placa are fie tempera- 
tura fie fluxul de căldură constant. In tine, Zeytounian 
[341] a studiat; soluţiile analitice ale probemel plăcii plane 
în fluid compresibil presupunind că ea se deplasează cu o 
viteză care se poate reprezenta sub forma unei sen de 
puterile lui t. Fără îndoială, din punet de vedere mate- 
matie, soluţiile problemei plăcii plane infinite sau semi- 


infinite accelerată într-un fluid viscos compresibil sînt . 


foarte importante, de exemplu ele putînd servi la testarea 
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“calculelor numerice sau, în anumite cazuri, drept condiţii 
de start (pentru timpuri mici) în calculul numerie al stra- 
turilor limita nestationare mai complexe. 

Tot pe această linie, Pop şi Katagiri [212] au cercetat 
efectul transferului de căldură asupra soluţiei stratului 
„limită compresibil din vecinătatea punctului critic al 
„unui perete plan infinit care porneşte brusc din repaus. 
Problema este idealizată în felul următor. Initial, peretele gi 
fluidul au aceeaşi temperatura ; apoi, simultan cu începerea 
mişcării schimbă brusc temperatura peretelui formindu-se 
pe lingă stratul limită dinamic şi un strat limită termic. 
În aceste împrejurări dacă se consideră un model de fluid 
compresibil în care numărul lui Prandtl este egal cu uni- 
à tatea, viscozitatea depinde liniar de temperatura iar numá- 
| rul lui Mach al curentului principal este mic, atunci evoluţia 
în timp a celor două straturi limită poate fi caracterizată, 
în mod analog cu problema incompresibilă prin existenţa 
à trei regiuni distincte: a) initial, pentru timpuri ¢ mici, 
curgerea este de tip Rayleigh pentru o placă infinită; b) 
în final, pentru t = oo, mişcarea tinde către cea staţionară 
descrisă de Cohen si Reshotko [51]; c) regiunea interme- 
diará în care mişcarea evoluează de la starea inițială nesta- 
tionará spre cea finală staționară.. Această ultimă regiune 
este mult mai complexă iar soluţiile ecuaţiilor problemei 
sînt mult mai dificil de obţinut. Analiza lui Pop şi Katagiri 
constă din trei parti: 1) soluţii sub forma de serii pentru 
timpuri mici în regiunea Rayleigh; 2) soluții numerice 
rezolvind direct ecuațiile mişcării folosind o metodă de 
derivare cu diferente în regiunea de tranziţie; 3) soluţii 
numerice pentru stratul limită staționar (Cohen şi Res- 
hotko). eq - EE 

În fine, să menţionăm $i lucrarea lui Vimala si Nath 
[310] in care se abordeazá problema stratului limită com- 
presibil adiţional din vecinătatea punctului critic plan. 
Ri presupun că peste mişcarea stationa 'à se suprapune o 
mişcare nestationara a cărei viteză exterioară variază 
arbitrar în timp. i 

Trebuie însă să subliniem că în special la temperaturi 
mari (3000 —4000°) apar diferite fenomene cum ar fi diso- 
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cierea moleculelor, însoţită de procesul invers al recombi- 


nării lor şi prin urmare de la un fluid omogen se trece la 


un amestec de gaze cu diferite proprietăţi fizico-chimice. 
În plus, gazele la asemenea temperaturi se ionizează astfel 
încât în unele cazuri va trebui să facem apel gi la teoria 
eleetromagnetismului nu numai la cunoştinţe de termodi- 
namică şi de chimie. Mai mult, la rarefieri puternice, cînd 
lungimea drumului liber mijlociu este comparabilă sau 
mai mare decit dimensiunile corpului, trebuie să apelăm 
şi la teoria cinetică a gazelor. Astfel, în anii recenti există, 
aplicaţi ii interesante ale stratului limită compr esibil nesta- 
tionar indus de laseri în care mediul fluid este înlocuit 
prin hidrogen ete. | 


ES 6. 2. “Stratul limită compresibil nestationar 
| „de stagnare plan: 


6.2.1. Miseare impulsivá (Pop si Aus [212]). 


Dupá cum se ştie ecuaţiile care guvernează mişcările la- . 


minare nestationare i in stratul limită compresibil din jurul 
unui obstacol sint rezultatul acţiunii combinate a mai 
multor faetori si prin urmare din punct de vedere mate- 
matic ele sînt descrise de ecuaţii cu mai multe variabile. 
Dintre mişcările compresibile nestationare cel mai des 
intilnite sint cele care satisfac ecuația ae ei cu 
derivate perpe de forma | 


LE (o c——(po-—0 (62.2) 
t Cf: gue om eae | 


at Aw 3 ax | ay V ay. 
EADE aug Mita d». 
| e, (E7- dure at) —3B y P 
| \ Ot 0m | Oy Ot 0m —— 
ms wate i^ Tx 
í (s Pu i [Ux +S eL c) 
ec OY. 09 J: Aag opos oap oes 
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împreună cu ecuația de stare p = p RT (Clapeyron) 
considerind că gazul este perfect. În aceste ecuaţii (æ, y) 
sînt coordonate carteziene măsurate în lungul, respectiv 
normal la conturul obstacolului, T este tem peratura flui- 
dului, e, căldura specifică la presiune constantă iar R 
constanta gazelor perfecte. 

În cazul problemei noastre, de mişcare în vecinătatea 
punctului critic, adoptăm următoarele ipoteze de lucru: 
presupunem că viscozitatea este proporțională cu tempe- 
ratura absolută, adică u ~ T( Poto); numărul Mach 
Mo al curentului principal este mic (— —1); se neglijează 
termenul disipativ din ecuaţia energiei (6.2.16) ; condiţiile 
pe frontiera exterioară a stratului limită, se păstrează con- 
stante după începerea impulsivä a mişcării fluidului ceea 
ce înseamnă că presiunea. este independentă de timp, 
„adică 0p/8i = 0; numărul lui Prandtl se consideră egal 
cu unitatea. În aceste condiţii ecuaţiile (6.2.1) se pot re- 
duce la forma încompresibilă prin introducerea coordo- 


natei Y, funcţiei de curent d şi funcției de Po poratare : 


B definite. astiel Broma. e 


— a — P à — 


(T Te = Pei 1 ; 
Az 1: wr. ec ae A js lll (Ue — u’) 


unde a este viteza sunetului, indicele zero se referă la o 
stare standard din mișcarea exterioară iar y = ¢,/¢,. 
Serise în aceste va ariabile ecuaţiile (6.2.1) devin 


PES = 2 ap aY—D/v—» E 
(4: r 2)v-D 029 «(2 do | ab od. -. 


di oY pu | 3Y awvaY 


„NGY=9/0-D du 
ad E )- Yo "oru Aie ls dies (1 + 8) 
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4 
-S 
M, - 
E 
Eo 
E. 
d 
Ă 
e. 
of 
E 
* 
i 4 


| do. |o 25 1. [s xou ( aw 08 i 
; Qoo : Ot Hoo 
_ 29 08 ) _ 05 


== . 6.2.2 
T <2 "0 9 Y? 22:5) 


Pe de altă parte, din formula lui Bernoulli şi presupunerea 
că numărul Mach al curentului principal este mic, avem 


a i 
nio 3 OMR) 
I pet 


şi atunci factorul aj/a,, din ecuaţiile de mai sus se poate 
substitui cu unitatea. Aceasta înseamnă că efectele visco- 
zitatii si compresibilitátii se manifesta numai în stratul 
limită. În aceste împrejurări ecuaţiile (6.2.2) primesc forma 


ay ay op 09 a _ aD 


—— 
— 


OY | aY 000% ôv OY? Yo yrs 


pau S dip) Cumis 6a) 
yc Ob 0881.09 08 199 weap) 


ALIY 0g 09 0Y  . ds 


in care functia S este definită prin ecuaţia 7/T = 


SE 
Condiţiile inițiale gi la limita ale ecuaţiilor (6.2.3) 8 


1 
.3) sint 


i «0: a = 0, 8 = 0 pentru orice Y | 


V 
ai 
A 
| 
| 
| 


ay 0, 9 = pei = A pentru Y=0 
| e | 
(6.2.3 c) 


Oy — Mol), 8 — 0 daca Yoo. 
OY ! 
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“Deoarece în cazul punctului de stagnare frontal al 
unui perete plan infinit avem tto (2) = "osle > 0) atunci 
vom reprezenta funcţiile } si © prin relaţiile 


vv, Y, t) = 2 | votoaf (t, n), S(v, y, t) = (t 1) 


unde y = Y/2 vot. Astfel, ecuaţiile (6.2.3) se scriu 


Re Sarg: rm y + dot 1 [2 


0»? i 01 " dtan 
+f ae =e J= © (6.24) 
i ae T EM E I * 4 Lr —0 (6.2.4 b) 


j avind condițiile la: dtes | PI 
esf Xt a, g= A pentru 1 =0 
: Ham OE | (6.2.4 ©) 

E apa [nd ico | 


Pentru timpuri mici. presupunem cà funcțiile f sig pot fi 
exprimate in forma. seriilor == ` ! 


S(t, n) = Sees | - Y g(a) (i) (6.2.5, b) 
in care — f, si gi satisfac ecuatiile 
d eir dfo si 0, o, Ad n oy fo — 0 
d» ant dy? dy" dy 


te = a oa D= A pentru y= 0 
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ES 0. 


u$], do 0 dut 7 > 00; 


^ y d» 2x ES 
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= ara 0, | o ) pentru 3 == e 


at EL A Ts Tag 


t, 


* Qi +0 dacă 7 = o: | 


2 0 M «d Qu La 
oe l9 —4 — 
: dn? e : dy? : 29s MOS ee E: > W ix E 


df, 


em. g,—0 dacă m = oo pentru i2 2. 


După cum se i vă Krauts saneti diferențiale sînt li- 
pă niare iar soluţiile lor pot fi, în principiu, obţinute ca și - 
B —— SRESRIBA le ale funcţiei erorii si derivatelor sale. Urmind 
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pr rocedeul ain: cap. I e pi fo do, df,/d şi g, se pot es 
sub forma | 


; A 1 
b — > erf ^ -- i e" Ee 1 
dop A(1-— erfin) 


M es (i E 4) vem (Ei. 
à: Uwe (lesb yf) E a Med 


aja + 2n *) ext a + FR see (i = = ex 5 


3 = ; = 3 ; 4 
+ ye "ert n a eee 
yz Th Pree ies OURS 


9n 4 


e+ y: n J06 an sj E E — s 


. date de relaţiile (v. § 1. 3) 


xr 


ws jer (2) a Rin”) dy dy- 


— | an \ exp (w^ ) kr) ) R()' EI (6.2.6 a) 
F(co) Jj e. FOSTER „pie 
df, | | bain 

d = A (up Lave eo ea IN 
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g(a) = M) (zo| ep (2) 1403") Qin”) Aq!” ay’ — 


AN | Ben) exp (1) MANQUA) dw di] (6.26) 
F(co) 


în care am notat 


: 1 . 2i 
h(n) = — exp (—7’ - exp (n? 
(n) =y p( n) "C por). 
T ms | 
noo x robab api A. Se: ^ Au 
Bey) = SE eg =) Gn) às 
xis tet di df She dfe 
dun) — EXE. ere 


jo dw dn dn 


Integralele (6.2.6) au fos evaluate numeric pînă la ordinul 
șase de aproximaţie folosind regula lui Simpson pentru 
A = —0,75; —0,5; 0; 1 şi 3, adică echivalente cu 
T, 1,,—0,25; 0,5; 1; 2 si 4. Valorile lui (d?f,/dy")n=0 $i 
(dg,/dy),-0 sint trecute în tabelele nr. 6.1 şi 6.2. Comparind 
aproximatia de ordinul trei (d?f,/d»?),-o cu cea determi- 
natá de Brown (ecuaţia (6.2) în lucrarea ei) se observă 
cá acestea coincid foare bine. Este posibil ea aproximatiile 
de ordin superior să devină mai puţin exacte datorită 


erorilor de rotunjire în integrările numerice succesive. - 


Coeficientii locali de frecare gi transferului de căldură 
sint 


C, = Tyl Pew y voc) = 1 | | (6.2.7 a) 


2 et V 3n? 


1-0 
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07 U(etp[*Jcp) mp aore 


q'9 Iu 111200 I, 
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Substituind seriile (6.2.5) în (6.2.7) gi folosind rezultatele 
numerice din tabelele nr. 6.1 si nr. 6.2, în fig. 6.1 și 6.2 s-au 
reprezentat variațiile acestor coeficienți pentru valori mici 
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3 


cose F205 


- Fig. 6.1. Variația coeficientului de frecare in raport cu timpul. — 


i a 


| = 

5 

A=3 

3 E 

2 : = 
1 


awe vers s We e 
vt. 7 dat a ee ae eo cati SINE RIVER Se ouai... 

97 TE 7 LASTS DERE, z ^ S E 2 he 
^ "ELI T. a ats,’ "ES (Sr d TCR LY DL 


Fig. 6.2. Variația coeficientului de căldură în raport cu timpul. 


RE PI PCD 
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ale timpului (curbele punctate). Aceste tabele si figuri dove- 

desc clar că dezvoltările (6.2.5) converg numai pentru 

valori mici ale lui ct, Ble devin divergente dacă ct depă- 
 $este o anumită valoare finită. 

Aşadar urmînd metoda dezvoltărilor în serie nu se 
poate descrie comportarea asimptotică, staţionară, a vite- 
zei şi temperaturii fluidului ca limita ct > co. În scopul 
determinării soluţiei pentru timpuri mari, în [212] au fost 
rezolvate numeric direct ecuațiile (6.2.4) folosind o metodă, 
de derivare cu diferenţe descrisă împreună cu detaliile 
de calcul în $ 1.1. În rezultat, pe graficele 6.3 si 6.4 se 
arată evoluţiile straturilor limită dinamic şi termie în 
raport cu variabila similară a mişcării staţionare 


y= Vata + 9) dy’ 
„> în locul lui n. Din aceste figuri se observă, după cum de 
altfel era de aşteptat, că iniţial aceste straturi se dezvoltă 
„rapid iar pe măsură ce parametrul ct crește, ele ating valo- 
rile corespunzătoare “stării staționare de mişcare. _ 
In tabelele nr. 6.3. şi 6.4 se dau valorile numerice ale 
coeficienţilor de frecare si transierului de căldură (6.2.7) 


ein : Tabelul nr. 6.3. | : 
—- Valori ale coeficientului de frecare Cy 


2let| —0,75 AE EE NEC Ur EE dues 3 


—————— 
AI 


1 2 3.09 4 | i 


———————— 
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0,1 | 11,3077 | 11,3157 11,3318 11,4383 
0,2 | 5,0817 | 5,0901 | 5,7249 5,7825 5,8976 
0,3 | 3,8187 | 3,8398 . 8,8820 3,0666 4,1386 
0,4 | 2,8968 | 2,0248 2,0808 3,0929 2,3171 
0,5 | 2,3512 | 2,3801 2,4550 2,5954 2,8744 
0,7 | 0,7430 1,7914 1,8880 3,0811 2, 4668 
0,8 | 1,5595 1,0143 | 1,7240 1,9430 2, 3801 
1,0 | 1,3124 | 1,3799 1,6146 1,7833 pen 
1,1 | 1,2268 | 1,3003 1,4470 1,7392 d nt 
1,3 | 1,1019 1,1469 1,3561 1,6920 MP 
1,4 | 1,0558 | 1,1861 1,3258 1,6817 ans 
1,5 | 1,0175 ) 1,1130 1,3026 1,6772 2, 


283 


Tabelul nr. 6.3 (continuare) 
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1 > 3 4 5 | ge 
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1,6 | 0,9855 1,0858 | 1,2848 1,6767 „2,4372 
1;7 | 0,9586 1,0635 1,2713 1,6789 2,4652 
1,8 | 0,9359 1,0451 1,2610 1,6830 „2,4914 
1,9 | 0,9166 1,0299 1,2533 1,6881 2,5153 
2,0 | 0,9002 1,0173 1,2475 . 1,6957 2,5364 
2,1 | 0,8862 1,0067 1,2432 1,6994 2,5546 
2,2.|. 0,8742 0,9980 1,2401 1,7049 2,5701 
2,3 | 0,8640 0,9906 1,2378 1,7101 2,5829 
2,4 | 0,8552 0,8945 1,2362 1,7147 2,5923 
2,5 | 0,8476 0,9794 1,2350 „1,7188 2,6015 
2,6 | 0,8412 0,9751 1,2342 1,7223 2,6080 
2,7 | 0,8356 0,9715 1,2337 1,7253 2,6129 
2,8 | 0,8309 0,9686 1,2333 1,7278 2,6166 
2,9 | 0,8268 0,9661 1.2330 1,7298 2,6294 
3,0 | 0,8234 | 0,9640 |. . 1,2329 1,7314 2,6214 
3,1 | 0,8204 0,9622 |; 1,2328 |. 1,7327 2,6228 
3,2 | 0,7170 0,9608 = 1,2327: -| :.1,7337 2,6237 
oo 0,8062 0,9548 1,2326 1,7367- |: 2,6259 
| Tabelul nr. 6.4 | 
<- Valori ale coeficientului transferului de căldură C, . 
A. UT 
2 ct —0,75 —0,5 1 3 
os jte p TE I-A E ee 
1 id 3 4 5 
0,1 —8,4675 | — 5,6450 | 11,2900 33,8700 
0,2 —4, 2385 — 2,8256 5,6513 16,9542 
0,3 —2,8308 | —1,8872 3,7746 11,3243 
0,4 -——2,1287 .-|..—1,4192 2,8386 8,5170 | 
0,5 —1,7089 —1,1393 2,2791 6,8396 
0,6 —1,4302 —0, 9535 1,9080 5,7277 
0,7 —1,2321 —0,8215 1,6446 4,9397 
0,8 — 1,0845 —0,7232 1,4486 4,9947 
0,9 —0,9706 —0, 6473 1,2978 3,9059 
1,0 —10,8803 —0,5872 1,1787 3,5531 
1,1 —0,8072 —0,5386 1,0828 "3,2707 
1,2 —0,7471 —0, 4986 1,0045 3,0418 
1,8 —0,69069 —0,4054 0,9307 2,8546 
1,4 —0,6546 —0, 4373 0,8857 2,7006 
1,5 —0,6187 —0, 4136 0,8405 2,5735 
1,6 —0,5879 —0,3933 0,8024 2,4686 
1,7 —0,5614 —0,3758 0,7703 2,3822. 
1,8 —0,5385 —0,3608 0,7431 2,2113 
1,9 —0,5186 —0,3478 0,7203 2,2535 
„2,0 —0,5013 —0, 3366 0,7011 2,2066 
sm. —0,4863 —0,3269 0,6849 2,1689. 


1 2 3 4 
a a ll d a i i iau i mnn adi 

22 — —0, 4732 —0,3185 0,6715 
2,3 — 0,4618 —0,3112 0,6603 
2,4 —0, 4519 —0, 3049 0,6511 
2,5 —0, 4433 —0, 2995 0,6436 
2,6 —0,4358 —0,2949 0,6375 
2. —0,4293 —0, 2909 0,6325 
2,8 | —0,4237 —0, 2875 0, 6286 
2,9 —0,4189 —0,28406 0,6255 
3.0 —0, 4148 —0,2822 0,6231 
S.l —0,4113 —0, 2802 0,6212 
3,2 —0, 4083 —0,2784 0,6197 
co *2:0:2710: —E 


22053941 = 


T abelul nr. 6.4 (coninuare) 


0,6155 


2 


2,1390 
2,1155 
2,0972 
2,0832 
2,0726 
2,0647 
2,0588 


2,0546 


2,0516 
2,0495 
2,0480 


2,0452 
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obţinute prin integrarea numerică, a ecuaţiilor (6.2.6). 
Aceastea sînt de asemenea dispuse in fig. 6.1 si 6.2 
(liniile continue)... =. — —-« ED d 


Sa 


Fig. 6. 
a) A = —90 


71.0 l LEE A IU 
ct=@.. = 
să 4.00 - 
CX : - 
a . 0.36 
| 0.2025^ 0.3025 . 
0.5% 0.16 0.25 
1 0.1225 
; 0,09: . =: 
| 0.0625 ` 
| A 0.04 
- 0.0225 
B 0.01 2 
0.0 0.002 


3, Profilele de viteză pentru; 


“Rezultatul remarcabil al acestui studiu numeric este 
oscilatia frecării spre starea staţionară in cazul unui 
perete cald (A > 0). Dimpotrivă, pentru un perete rece 
(A < 0) această tendinţă de oscilație nu se observă. Dar, 


oS 


»87520oooococo 
? ROOM 
ROARS 


Fig. 6.4. Profilele de temperatură pentru : 
a) A = —0,5 si b) A=1 


transferul de căldură descregte, în ambele cazuri, mono- 
ton spre starea staționară. Este de notat că pentru starea 
staționară, Cohen si Reshotko au obținut valorile: 
C, = 1,7368 si C, = 0,6154 pentru A = 1(T,/T,, = 1/2), 
respectiv C; = 1,2326, 0, — 0 cînd A =0 (To = Ty). 
. Comparind rezultatele prezentei metode, in limita asimpto- 
tick ct — oo (v. tabelele 6.3 si 6.4), cu cele ale lui Cohen 
$i Reshotko pentru starea staționară de mişcare Compre- 
sibilă din vecinătatea punctului critic plan, ne dăm seama 
că, ele coincid perfect. | 


6.2.2. Miseare accelerată (Vimala si Nath [319]. 
Dacă în ecuafiile (6.2.1) întroducem variabilele Y si ¥ 
definite prin relaţiile | 


y Y ie | | 
| | | oY 
Y= oF ay": wate OE pe ( 
y- 3 | 
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acestea primese forma 


(2 ap 0 0 a )2i 


-— La em M À—À cs M eX ans m alind —XÁ—— 


dé: :0d3:0g Ow ay 


as ^ ns 1 Obes l | 4g? 3C it 
in a -|- (LM wl -- ( Vu sa (6.2.8 a) 


Neo 


(art oY os 7 sar] Je xw»  0* ( h 
Vot aY Ov Ow OY (25) 


(6.2.8 b). 


unde h = 6, T. este entalpia specifică, X= PH Poly iar 
termenul disipativ din . ecuația- energiei (6.2.8 b) s-a, 
neglijat. 


Trecem acm da. aria rele cue (6. 2. 8) uude 
rind mişcarea din vecinătatea punctului. critice din. fata 


. al unui cilindru circular cînd viteza- exterioară uv. variază 

“arbitrar în timp, “adică: ù Eu 7) unde «= ct iar 
Q(«) este o funcţie arbitrară avind prima derivată continuă 
pentru mmm Oe: Asttel, cu. 1 transformările similare: 


CE ES (ev yey, y= = (ev, pa 705) fen 9 


F = ufito = a hha = Aws ; je is (629) 
ecuaţiile (6.2.8) devin. Beine ES o os cu pcs 
OF P ar Mis 
-F Lo (jf. Lp pru m=0 
home ar. lc | 
Saxe ! (6.2.10 a) 


x 0g 0g + 9 p 24. — 0 (6.2.10 b) 
Pr On? Oe 0v o p 


la care se atagează următoarele condiții la limit 
q-0 à | 
PI =0, 9 = 9g, pentru y= V kx 
nid Aorta (6.2.11) 
Pol, gol daca y — co. 


itt pentru 
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Preuspunem în continuare că mişcarea este la început 


(7 = 0) staţionară devenind apoi (720) nestationará. 
În acest fel valorile de la momentul initial a lui F(n, +) si 
g(n, 7) sînt date de ecuaţiile mișcării staționare care re- 
zultă din (6.2.10) punind P(7) = 1, db/d« = 0,0/0« = 0. 
În fine, să notăm că parametrii de frecare şi transferului 
de căldură sint dati de relaţiile 


w^ UT (Coi)? Uo o] 
| OY y=0 01) w 


Oh, 0 
dw = ae cog J = ii. ME xis = | 
EE" Oy =0 Pr On w 


În cele ce urmează facem un scurt comentariu asupra 
performanţelor practice de rezolvare a ecuaţiilor (6.2.10) 
cu condiţiile la limită (6.2.11). În primul rînd să notăm 
că datorită transformărilor similare (6.2.9) s-a redus nu- 
mărul variabilelor independente din aceste ecuaţii de la 
trei la două : timpul « si variabila similară n (ecuaţii semi- 
similare). După cum am văzut metodele de rezolvare a 
ecuațiilor semi-similare sint cele numerice, ca de exemplu, 
cele bazate pe teoria diferenţelor finite cu adoptările nece- 
sare pentru luarea în considerare a specificitátii problemei. 
Astfel, aplicind aceasta strategie la probleme cu domenii 
infinite trebuiesc, în principiu, rezolvate două probleme : 
satisfacerea condiţiilor la mare depărtare de corp (infinit) 
si asimilarea unui interval infinit printr-un număr finit 
de noduri. O cale destul de eficace pentru îmbunătăţirea 
situaţiei a fost propusă de Sills [256] (v. și Crenshaw si 
Hubbart [58]) si care constă in transformarea inter valului 
infinit in direcţia, 7, într-un interval finit cu ajutorul rela- 
iilor — 


| 


l'a md 
bay 


(6.2.12) 


E —1-—e-*, J = a(1-— E) (6.2.13) 


in care « este o constantă avînd rolul unui factor de scară 
pentru realizarea unei distribuții optime a nodurilor in 
direcţia transversală stratului limită. În variabila č ecua- 
tiile e$ 2.10) devin 


ð Of 
Iz + (Of aa) Og FP) bP )=0 


(6.2.14a) 
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x4* 07g xc 0g | 
TW iw MR. "= A = 
Pr og T (7 Ps ) T 0 (6.2.14 b) 


supuse condiţiilor iniţiale (staţionare la + = 0) 


iie | 
"m em 22 +g- =0 


FIM (6.2.15 a) 
X I (rp... X*|z 99 

E X ER AR A aue LS, | "eda 

Pr oe tll a bay j 

si condiţiilor la limită (7 > 0) 


F=0, 9 = 9, pentru £—0 
| : PECORE. UE _ (6.2.15 b) 
OFeigocidehi-ic 
f | FZ) Abe — (6.2.16) 


În fine parametrii frecárii şi transferului de căldură (6.2.12) 
în variabila & din (6.2.13) se scriu 


(2) = «(n 
07 1-0 St 08 E=0 


| -> (6.3.11) 


ORO 
On nso 0 & Jio 


Prin urmare soluţiile ecuaţiilor (0.2.14, 15) împreună cu 
(6.2.17) determină profilele de viteză și entalpie (tempers 
tură), tensiunea de frecare la perete ȘI transferul de a. - 
dură de la perete la fluid pentru diterite tipuri de Esta 
tionaritati ale curentului exterior. O cale potrivita de i 
zolvare numerică a ecuaţiilor (6.2.14) este cea ips 
de Vimala si Nath, gi care are la bază aplicarea alg 
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mului Crank-Nicolson. Vom serie acest algoritm așa cum 
este prezentat el de către Vimala şi Nath. Schemele rete- 
lelor de aproximare folosite se arată în fig. 6.5. 
Presupunind că există N noduri in direcţia variabilei 
t astfel ca (N — 1) AE = 1 atunci ecuaţiile (6.2.14) se 
vor transforma într-un sistem liniar de 2(N — 2) ecuaţii 


G9 


Fig. 6.5. Schemele reţelelor de aproximare: — 
a) mișcare nestafionará (t> 0); 
b) mișcare staționară (7 = 0) 


algebrice considerind următoarele formule cu diferenţe 


finite 


F nm =y (Fun T Fam 1): f s pps m A ipie opes 


: oF E Fui Eam 
07 [n,m At 
9F Pam RE D'un on Fatimi pe TERES 
OF nym oa 4 AE 
gap ee 
08 [nm 


(AE)? 
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Substituim aceste formule în ecuaţiile (6.2.14) şi seriem 
sistemul algebrice rezultat sub forma matriceală ; avem 


A044 um Ban xm C505 41 zi Dy, Jp we 2, By ae $4 N] 


(6.2.18) 
în care matricele A, B, C, D gi w sint 
due y ° | 
e 0 Ass Jn, m sau m + 1/2 
p (Pu 0 | 
"O DB,4,]n, m sau m + 1/2 
0, = (Cm ? | 
0  OC,J]n,m sau m + 1/2 
D, - (5) dot. ts 
= D,]n,m sau m +1/2 - 
Q4 = | 
e. f ), m + 1. 
Elementele acestor matrici au expresiile — 
| E ae 4 aie 
«bane tae 
I^ I= .-1.. d@ 
By = ale ia a. ". =. .. = 
(At)? Ax 20 dt 
1 dé 
P E 1 $2] 
On 11 "m (AE)? By 9 T © dc 
D, = — KA? OP ym 1 Z Pun (ue — Of) — 
2 0t 2 0€ 
(6.2.19) 
! | Peet 
Pom A ao Baim — ES (e T = ra gum 
Ac 20 dr -— 2 P dr 
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A ss pr LEA aa ; A. RE d f) 
APr(AZ)  4A8 V Pr 
Baa = A : ? Cao se — Aga + x2 
POS. Art Pr(A £)? 
Ds = — RE Oum 4 O Qs m ex 2E of) A Ün,m 
2Pr gg? 2 8E Pr rus 


unde operatorii 0/0 & si 02/98” se exprimă prin diferente 
centrale regresive 


25] Ses 0 Qum __ Puti.m 7c 95-1.m 
OE nm 98 DA 
(6.2.20) 
0*0 = O° am Purim — Arm F 9a-im . 
CR n,m QE? = E (A&)? : 


Sistemul algebric (6.2.18) trebuie completat cu valorile 
funcţiilor F şi g pe perete n = 1 (5 = 0), respectiv pe fron- 
tiera n = N(&£ = 1); aceste valori'sint date de ecuaţiile 


o =() | See =(;): coru qid) 
Jw } m1. 1 


După cum se vede ecuaţiile (6.2.18) împreună cu condi- 
tiile la limită (6.2.21) formează un sistem algebric liniar 
şi el poate fi rezolvat pe calculator în două etape. Într-o 
prima etapă se află, valorile de strat (pornire) o şi f la 
momentul initial (t = 0) rezolvind ecuaţiile stationare 
(6.2.15 a) supuse condiţiilor la limită (6.2.15 b) considerind 
pentru discretizarea derivatelor parţiale reţeaua din 
fig. 6.5 b. În etapa următoare, cunoscând condiţiile de porni- 
re se determină w, sif pentru t> 0. Rezolvarea sistemului 
algebric (6.2.18) se poate face comod folosind un algoritm 
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destul de expeditiv propus de Marvin şi Sheaffer [165]. 
Acest algoritm este avantajos de aplicat mai ales în cazul 
problemelor nesimilare sau semisimilare, întilnite frec- 
vent în teoria stratului limita. Astfel, determinarea solu- 
tiei w, la un moment oarecare t > 0, adică pentru o valoare 
particulară a lui m, constă în scrierea lui o, în forma 


On = — Boga Hin LS ns N — 1 (6.2.22) 
unde | 
Ey Ba: An Ep) Oa! 
d, — (B, — A,B)" (D, = ara 2<n<N-1 


(6.2.23 a) 


sree ae Rac) 
0 0 : Tw mti E. 1 
gees eee (6.2.23 b) 

|. Cunoscînd valorile variabilelor dependente (c,),, corespun- 
zătoare momentului t, se pot calcula valorile (6,);44 
“pentru t + Ar urmind procedeele : i 

(A) din (6 ?.19) şi (6.2.20) se evaluează mărimile A,,, 
B ete. : 
(B) eu ajutorul relaţiilor (6.2.23) se calculează En 
şi Il, pentru toate valorile lui n pornind de la perete 
(n = 1) şi progresind spre marginea exterioară (n = N). 
Substituind valorile calculate E, sil, în (6.2.22) şi făcînd 
uz de condiţiile la limită (6.2.23 b) se calculează (0) a 
în ordine inversă, adică pornind de la marginea exterioara 
a stratului limită n = N spre perete. 

(C) Din (6.2.16) se determină (Pears | | 

(D) Se mediază variabilele dependente f si e, pe in- 
tervalul (7, t + Ar), adică corespunzătoare lui m gi -+ d 
obtinindu-se valorile lui f si o, în nodul (n, m + 1/2). * s 
continuă procedeul de ameliorare a lui (95)n41 pind am 
se realizează convergenta dorită a soluţiei. Criteriul ce 
convergenţă este ales asttel ca numerele | 


Or ‘ (22), 
: «I an 06 Jw 
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şi 


i (5x), ORY" 

0E w ( 0E . 
în valoare absolută să fie simultan mai mici decit o tole- 
ranta dată. Indicii superiori notează două iterații succe- 
sive. 

(E) Valorile finale w, se folosesc din nou pentru cal- 
culul lui (9,)5,4» 3.2.m.d. 

De notat că procedeele (A) — (E) se urmează şi 
la rezolvarea ecuaţiilor staţionare (6.2.15) pentru care 
reţeaua de aproximare este cea din fig. 6.5. b. 

Vimala şi Nath au aplicat algoritmul de mai sus, consi- 
derind mişcarea din vecinătatea punctului critic din fata 
al unui cilindru circular. Iniţial, mişcarea fluidului este 


Fig, 6.6. Profilele vitezei a) şi entalpiei b): 
(t) — 1-4 v pentru tS 0: 
Juw =03;—- — — Jy = 0,5 


uniformă, iar la momentul + = 0 ea devine uniform acce- 
lerată, adică D (t) = 1 -- + pentru t> 0. Calculele sint 
făcute pentru y= 1, Pr — 0,72, « — 0,5, AE = 0,05, 
Ar = 0,05 şi 0,1 iar g, — O gi 0,5. Profilele vitezei şi 
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entalpiei pentru cîteva valori ale paramerilor 7 $i g, sint 
reprezentate in fig. 6.6 în timp ce variația în tim 
coeficienţilor de frecare şi transferului de căldură se iată 
în fie. 6.7. Se observă de aici că începînd cu valoarea, 
t œ 0,5 atit frecarea cit şi transferul de căldură variază 


——— (0F/92),=0 
eee ae (99/02) 20 


m 
o 
-— 


-0, (99/92), =0 
on 


(F/I 


Fig. 6.7. Variația 1m timp a coeficientului de frecare şi transferului 
| de cáldurá. ADS 
aproape liniar in timp. Aşadar, metoda lui Vimala şi Nath 
furnizeazá rezultate remarcabile privind fluidele compre- 
sibile dar ea se aplică numai la probleme care admit soluţii 


similare sau semi-similare. 


§ 6.3. Mişcarea impulsivá a plăcii plane intr-un 
fluid compresibil 432 3: s = ; 


Modelul fizic considerat constă dintr-o placă plană 
semiintinită în mişcare rectilinie într-un fluid viscos 
compresibil in repaus. În fluid se consideră fixat un SIS- 
tem de coordonate care la, momentul iniţial į} = 0 are 
axa X* în lungul plăcii, axa y^ normală pe planul ei lar 
originea O în bordul de atac al plăcii (v. fig. 6.8 a). Pentru 
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i“ < 0 placa şi fluidul sint în repaus iar cînd î* > 0 placa 
se mişcă cu viteza U(t*) în direcţia negativă a axei X*. 

Presupunem că pentru acest model de mişcare sînt 
valabile ipotezele lui Prandtl relativ la stratul limita şi 


caii: (i siletiv la -figidui4 Fig. 6.8. Sisteme de coordonate 
(e) oca ee uut hag ic folosite în studiul mișcării plăcii. 
Y 

Ult) 


(b) Sistem legat de 
placă 


că, în particular, în interiorul stratului format pe placă 
presiunea este constantă. Atunci ecuaţiile problemei sînt 


dp 9 á 0 
=> U 
am t gy 07) t aye 


K * * Ou* 
(3 n Qu np Qu (e u | (6.3.1) 


(pv*) = 0 


Oo Q0. X* QY* 


oT | . OT my 1 8 aT 
sa c M des R F 
(aa + “ox 5 a Pr 0y* + | 


aw ( Du Y? 
ene ps ) 
e, VOY 


pT = const. 


in care (u*, v*) sînt componentele vitezei in lungul axelor 
(X*, Y*), T temperatura fluidului iar restul mărimilor 
sint cele folosite în mod curent în textul cărţii. In plus 
s-a presupus în mod tacit că c, si Pr (numărul lui Prandtl) 
sint constante. 

Dar, studiul problemei nestafionare se face mult mai 
comod într-un sistem de axe legat de placa in mișcare 
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(v. fig. 6.8 b). In acest scop întroducem transformările 
de variabile : | 
i 


u=u* 4U, e—v*, XeX*.- | U(t*) att, Y — Y*, t— t 
0 


şi atunci ecuaţiile (6.3.1) în sistemul OXY legat de planul 
plăcii devin 


OG LO 0 
fd W — (pv) = 6.3.2 
or ior (uU) To y. (en (6.3.2 a) 
zf pu (026513 98m DU EE: dU; 9 Ou 
— + u — 4+ vo -— ] = p— 4+ — | ep 
(art "TEE ra er tar Aras) 
! (6.3.2 b) 
oT I age oT BRD oT 
pu pe ou 
| ap pat OF Pr ral et 
2 
5103 | —. (6.3.26) 
a7 05 oY n 
oT = const. (6.3.2 d) 


la care vom adáuga legea lui Chapman si Rubesin 


B eos. (6.3.3) 


T - ve 
unde C = E (Da + T9) Lut Ts). Aici T, este temper 
M . ee . - 7 
tura plăcii după începerea mişcării el, To temperata = 
frontiera exterioară a stratului limită iar Ts cons an : 
lui Sutherland. În”cele ce urmează presupunem cà 7,5 
T, sint constante. 
Moore [171] a arătat ca ecu 
se pot reduce la forma incompresibil 


tiile compresibile (6.3.2) 
%, adică se; poate trece 
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de la planul fizic al mişcării la planul „densităţii constante” 
prin introducerea coordonatelor ,incompresibile” 


y = | — qo y(t, 49, Y) w=, t = t (6.3.4) 
Po 


şi a unei viteze V normală la placă 


f Oy , OY 0y P ) 
V = =v hp po [>= j. (63.5 
Bus i Ox * 0t DY pe 


În aceste condiţii ecuaţiile (6.3.2) sereduc la forma clasică 
incompresibila 7 


„Du eg (6.3.6 a) 
Of OY | 
Ou Ou Ou dU 92u 
D ia gy, — ua OS (6.3.6 b) 
Ot a Ox 0y di Oy? 
| | 2 E 2 
(PIQUE VET Gs PE S (MY asso 
di Ox 03 Pr dy? €, \ OY 


Pentru rezolvarea acestor ecuaţii le ataşăm următoarele 


t>0: u= V =0, T = T, sau 0T[0y =0 (6.3.7) 
pentru y = 0 
u > U(t), T > To dacă y > co. 
Condiţia (0 T[0y),-o = 0 se numeşte adiabatică : disipația 
energiei în stratul limită produce o creştere a temperaturii 
plăcii T, = Tia — T, denumită temperatura de frecare 
si ea este mai mare decit temperatura fluidului in re- 


paus: To- 
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În continuare vom analiza formarea, stratului limită, 
dinamice pe placa semiinfinitá cînd ea porneşte bruse din 
starea de repaus cu viteza U(= const.). Atunci în planul 
transformat ecuaţiile (6.3.6 a, b) devin 


Ou | OV 
du Sedes aae TO 6.3. 
Ox x Oy TN 
Ou 9 ð g^ 
dede ap y ue ae Sy EBSD 
at 0m oy oy” 


şi ele sînt supuse condiţiilor 


t<0: u = V = 0 pentru orice 4j 
i >0: u= V =0 pentru y =0 (6.3.8 e) 


u =U dacă y > œ. 


Din ecuaţiile (6.3.8) rezultă uşor relația integrală 


ES Qr poo du 
NG ag Ei N ut iu dy = Cv. (=) 
Ai Trà e Bp 0y Jw 
(6.3.9) 
sau pm 
05* 0v Ou " 
U Cu (Las = IM Ee] (6.3.10) 
Ot E Oc oy w 


sînt grosimea de deplasare, respectiv a pierderilor de 1m- 


puls în stratul limită. Introdueind acum mărimile adlı- 
mensionale | 
EIE. ce tee, Vom Üve OSD 
Ut’ 2 vt | 
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ecuaţia (6.3.9) se mai poate scrie in forma 


co 


sent U 0 U 

2 j — —ldyn — 46 —— 1— — |d) 
\( an Z3 d = 
0 


(6.3.12) 


După cum se ştie problema principală în metoda rela- 
tiilor integrale este specificarea formei profilului de vi- 
teză u/U ce trebuie inclus în ecuaţiile (6.3.10) sau (6.3.12). 
Acest profil poate avea o necunoscută, care, de obicei, 
se consideră, ca fiind grosimea 3 a stratului limită. Ste- 
wartson [268] a folosit profilul u/U = sin(zy/d) cu aju- 
torul căruia ecuaţia (6.3.10) devine | 


"bL | 8824.  _ 
0.363 —— + 0,137 —— = av. 
: 8t "e On 


Solutia acestei ecuatii este | 
2.94 vt pentru Ut < 2,65% 
4,79 Vvz/U pentru Ut > 2,65% 


si ea pune în evidenţă, asa cum am văzut in cap. II, com- 


portarea singulară a mișcării impulsi ve a plăcii într-un 


punct din interiorul stratului limită. | 

Plecind de la ideea liniarizárii ecuației (6.3.8 b) Schetz 
si Oh [238] au determinat un alt profil de viteză u/U. 
Astfel, în cazul mişcării staţionare (0/01 = 0) ecuația 
liniarizatá a mișcării plăcii este 


cu condiţiile la limiti 


u = 0 pentru y —0; u > U dacă y co. 
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Rezolvind aceste ecuaţii se obţine 


UU " | 
o2 ont ( Y Re) (6.3.13) 


in care he = Ua/v iar erf este funcţia erorii. Odată găsit 
acest profil de viteză se ,,dilatá" coordonata y prin intro- 
ducerea unei funcţii k(x), deocamdată necunoscută, 
scriind (6.3.13) sub forma 


U : A | 
p^ E Re") i (6.3.14) 


Substituind noul profil de viteză în relația integrală (6.3.9) 
corespunzătoare mişcării staționare, se ajunge la urmátoa- 
rea ecuație diferenţială în funcţia necunoscută k(x) 


a cărei soluţie, după cum se observă imediat, este k = 
= 1/(/2 — 1)2. Cu această valoare a lui k profilul ( 6.3.14) 
aproximează destul de bine soluţia exactă a lui Blasius. 
De exemplu, frecarea pe placă calculată cu acest profil 
este 


O,Re/* = piles) — 0,363 
| | T | 
în timp ce valoarea exactă a lui Blasius este 0,332. 
în continuare vom aplica acest procedeu la problema 
nestafionará a plăcii plane semi-infinite. Acum ecuaţia 
liniarizatá (Oseen) a problemei este 


Qu um OH ^ ^ (6315) 
0t da oy" 


8c). Dat fiind faptul că 


avînd. condiţiile la limită (6.3 | ind | cà 
soluţie analitică continuă 


această ecuaţie nu admite o 
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pe întreg domeniul de mişcare, folosind procedeul de mai 
sus, Schetz şi Oh au propus următorul profil de viteză 


Uli, v9). op (sya) -- erf Sr în Re? |-— 
U 2 2 


— erf n3 : ri ( 4 Re). (6.3.16) 
H 


2 Joi 


care conține soluția timpurilor mici (primul termen), 
soluţia staţionară (6.3.13) şi care satisface condiția la 
limită (6.3.8c). Introducind acum în (6.3.16), ca mai 
înainte, funcţia k(x) şi folosind mărimile adimensionale 
(6.3.11) obţinem 


do) mm) 
ae) A a kyt 


(6.3.17) 


RU erf erf 


Substituind acest profil în relaţia integrală (6.3.12) re- 
zultá pentru funcția k(&) o ecuaţie diferentiala ordinară 
de ordinul unu a cărei condiție iniţială este k(0) = 
—1/(/2—1)/7. Această ecuaţie este integrată numeric in 
[238] iar cîteva, valori ale funcției k( £) sint prezentate în 
tabelul 6.5. > B : 

Tabelul nr. 6.5 


Citeva valori numerice ale funcţiei k (E) 


k(E) 


n Ss SS PE et RE es cat NI RR MN 
d 2 | K(E) 

A ot alte 
0 1,5538 1 1,3820 
0,01 1,5538 2 1,1277 
0,02 1,5537 3 0,9587 
0,03 1,5536 4 | 0,8454 
0,04 1,5535 6 0,7011 
0,05 1,5534 8 0,6104 
0,06 1,5532 10 0,5466 
0,07 „1,5590 30 | 0,2998 
0,08 1,5627 50 0,2150 
0,09 1,5524 70 0,1639 
0,10 1,5521 80 0,1441 
0,20 1,5470 90 0,1264 
0,50 1,5005 | 100 | 0,1103 
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Cu aceste valori ale lui k se poate studia din (6.3.17) 
în planul densităţii constante tranziţia mișcării de la sta- 
rea nestationar la cea corespunzătoare staţionară. Astfel, 
în fig. 6.9 este reprezentată viteza ul U în raport cu 
variabile (y/2%)Re"? pentru diferite valori ale parame- 
trului & = «[Ut. 

Se observă de aici că tranziţia mișcării către starea sta- 
ţionară (č > 0) este asimptotică $i se poate afirma, cu 


0,02 
staționar 


03:05. TE 15 20 


Fig. 6.9. Profilele vitezei u[U. S 


destulă siguranţă că pentru č — 10-? mișcarea devine 
staționară. Aceasta înseamnă că timpul de formare al 
stratului limită într-o poziţie data v este 


t, — 10? z ; (6.3.18) 


sau că timpul necesar pentru atingerea stării staţionare 
de mişcare într-un punct dat al plăcii este de o sută de 
ori mai mare decît timpul necesar unei particule de fluid 
din mișcarea exterioară să ajungă de la, bordul de atac al 
plăcii pînă în punetul considerat. În [238] se arată că 
relaţia (6.3.18) se poate verifica cu date experimentale, 
rezultatele compararilor fiind destul de bune. x 

Să notăm că cele de mai sus sint valabile in planul 
densităţii constante iar pentru transpunerea lor în planul 
fizic, planul. mişcării, este necesar să determinăm distri 
butia de temperatură prin rezolvarea ecuaţiei (6.3.6 C) 
si să inversăm relaţiile (6.3.4). Oricum ecuaţia (6.3.18) 
nu este afectată de aceste transformări $i se poate folosi 
direct. Mai mult, în cazul variațiilor miei ale densităţii 
rezultatele rămîn neschimbate şi în planul fizic al mus- 
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cării. Vom vedea în următorul paragraf cum se face în 
general revenirea la planul real (fizic) al mișcării. 


§ 6.4. Mişcarea accelerată a plăcii plane 
într-un fluid compresibil 


Vom studia acum evoluţia stratului limită compresibil 
pe o placă plană semiinfinită izolată din punct de vedere 
termic sau cu temperatură constantă, care se deplasează 
cu viteza U(t) =AW(A si m sint constante) sau 
considerind cá U(t) se prezintă sub forma unei serii de 
puterile lui ¢/?. Rezultatele obținute sînt adevărate pentru 
stadiul initial al mișcării (timpuri mici) $i ele se referă la 
viteză, temperatură, frecare si transfer de căldură. Să 
menţionăm în treacăt că această problemă se poate idea- 
liza considerind zborul unui proiectil în aer. Soluția pre- 
zentă pentru timpuri mici racordată cu soluţia asimptotică 
a lui Moore şi Ostrach poate determina caracteristicile 
stratului limită compresibil pe întreaga durată de zbor. 

Pentru transformarea ecuaţiilor mișcării (6.3.2) in 
ecuaţii diferenţiale ordinare introducem variabilele simi- 
lare | 

Y 


n e -aF fn) = Het DU) (6:419 


şi funcțiile de temperatură F(»), G() şi H() în formulele 
TS T= U4F (4) /20, (6.4.1 b) 
pentru o placă izolată din punct de vedere termic si 


(T — T,)/(T, — To) = H(n) + U*G(9)2e,(T, — Te) 


(6.4.1 0). 


pentru o placă cu temperatura constantă; aici 9!) = 
= (Ov,,t)/? gi U(t) = At”. Funcţia H(m) descrie distribuţia 
temperaturii unui fluid pentru care se neglijează termenul 


304 


CE Scanned with OKEN Scanner 


disipativ din ecuaţia energiei. Tinind seamă de relaţiile 
(6.4.1 a) şi ecuaţia continuității (6.3.2 a) avem 


OW we 
Ww. js aeree == 9 U; , 
: r OY ad 


| ; 
en 0 E | 9 
v= — po | m HoN aY’) = pol gp COD H 
i i ae 0t | : i i Oa 


O 
9 
Me (on) | 
unde f' = df/dy. Acum ecuaţiile (6.3.2 b, c) se reduc la 


următorul sistem de ecuaţii diferenţiale ordinare liniare : 


doma Ap amp +afr=0 


(À gea Mp — 0, Pra” +e —2m6 + 
Pr Me: eter. iU. 
apa en 

avînd condiţiile la limită 
f =] =F’ =0 = 0 pentru n = 0. 
f' +1, F, 6, H--0 - dao m co. = 


cest 1atii au fost integrat 
Aceste ecuatii au fost integ ng şi Hoa 
[349] pentru numărul lui Prandtl Pr = 0,72. oq 
vitezei gi temperaturii sint redate in fig. 6.10.$1 0.14. 
Coeficientul de frecare pe placă este | 


Jy im | pal] = 20) "(0/0 


2 
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expresie care spune că efectul compresibilitatii asupra 
irecării se manifestă prin intermediul constantei C si 
prin urmare frecarea pe placă este funcție de temperatura 


plăcii. 
Se poate de asemenea calcula temperatura adiabatică, 
a plăcii 
Poa = To + U*P(0)/2c, = T, | + L arro) | 
1.0 05 
"i © 
05 10.25 


Fig. 6.10. Profilele vitezei f’=ujAt™. Fig. 6.11. Profilele temperaturii 
pentru Pr = 0,72. 


și fluxul de căldură de la o placă cu temperatură constantă 


oT | 
q, = —k — — oue ( Cv, E)? (Ly — T). 
(| ( JY ). P sl 


[ey — 1), 7,8" (0)/2(T,, — To) + H'(0) Pr 


în care M,,(t)=U(t)/a. este numárul lui Mach al curen- 
tului exterior, a, viteza sunetului iar am = (o 1)e,7 o ŞI 
Y = c,[e,. Variația citorva mărimi caracteristice ale stra- 
tului limită se arată in fig. 6.12. | 

Privind această figura ne dám seama cá frecarea pe 
placă creşte cu creşterea exponentului m în vreme ce ae i- 
mea F(0), care reprezinta raportul dintre temperatura le 
frecare Tq — T, si compresia adiabatică U2/2c,, des- 
creste. 
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Trebuie notat că această metodă poate fi extinsă la 
cazul unei variaţii arbitrare. (dar derivabile) a funcţiei 
U(t). In acest caz soluţia problemei se exprimă în forma 
unei serii Taylor după diferiţi parametrii adimensionali, 
mărimea Arora determină natura nestaţionarității miş- 
cării. Se arată că dacă aceşti parametrii sint mici, pro- 


3 
KO 
tai 
$ 
a « 
2 € fto) 
Gio) 
p< Bex Ho) 
/ | ie 
-05 0 1 2 3 4 
m 


Fig. 6.12 Functii asociate cu tensiunea de frecare, transferul de cal- 


dură si temperatura plăcii pentru Pr = 0,72. 


filele vitezei şi temperaturii apar ca perturbații de la cele 
corespunzătoare unei mișcări uniform accelerate. Această 
tehnică se găseşte aplicată la stratul limită incompresibil 
plan pentru ambele categorii de mișcări interioară (tim- 
puri mici) şi exterioa ă (timpuri mari) în lucrările [300] 


gi [348]. 


În continuare să considerăm cazul cînd viteza U(t) 


este o funcție dezvoltabilă în serie de puterile lui pa 
(v. Zeytounian [341], Piquet si Zeytounian [203]). Stu- 
diul acestei probleme este limitat la cazul unei plăci izo- 
late din punet de vedere termic si numere Prandtl egale 
cu unitatea. De asemenea se presupune că temperatura m1- 
fialà a plăcii 77^, este egală cu temperatură fluidului la 
mare distanţă de placă T. Atunci constanta C din relația 
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(6.3.3) este egală eu unitatea. Prin urmare în această for- 
mulare condiţiile iniţiale si la limită ale problemei sint 

(€ 0: u =V =0, T= T, pentru orice y 

t>0: u =V =07/0y =0 pentru y —0 (64.2) 

u — U(t), T — To dacă y —> 00. 

Să introducem noile variabile 4 =y/2\vat, 7 =U? 
şi să presupunem că viteza, curentului exterior U(t) este de 
forma 

N 
Ult?) = UST y Unt", (Uo =k) (6.4.3) 
in care U,,( = const) este o viteză de referinţă iar U, sint 
constante. Avînd in vedere forma lui U(7*) se caută solu- 
tille ecuaţiilor. (6.3.6), împreună cu condiţiile la limită 


(6.4.2), in forma seriilor de puterile mici ale lui T 


n=0 


u(2, 3T) UF) TU Us y fn, 1)*" 


Lade. ues : 
E Va, h T) =2 Vor? Us Y g(0 na (6.4.4) 
2: N: 


T(x, Ns $) = To = 2 qt M 0, (2, 1)" 
26, n=0 


funcţiile fry gu $i On determinindu-se din următorul sistem 
de ecuatii diferentiale 


0*1 | 
obs J- 27 On — 2(2« -+ wh = 


Om? 0% 
—4U Ue (f, + U) 2f | ++ t KE 5 | 
| N a | [ A On ne dă Qi. Ji an po ame 1 
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ʻi 


O [(, Va) 
fa. > as Mens) di 
On 
0 
020 90 
—— + 2n— — 2 (4« + n) 06, = 
at 1 9. (4a -+ n) 
(6.4.5) 


n—2a—2 ds Q 
=4 Uy K +U) sas 
vA 3 i=0 q 


supus condiţiilor la limită 
În = —Um Gn = 0, 1 =0 penu» —0- 


n 


Uf 0 —0 — 2. dad x 05: 


| Pentru n < 2« +2 soluţiile acestor ecuaţii se obţin 
F uşor aplicind procedeul descris de Zeytounian, şi ele sint 


fa = Up Login (0 Gn = 0 


n | I en eee | ein | A, a-1 7 
p= : U, D. | Aria J- A, 1 Za-. +4 = Dy zal) — 
Ais - A. i2 -1 A ntaa 
iT2x—1 a (6.4.6) 


oe — Zarea) Lisala) | 


în care funcţiile L,(n) se definese cu formulele 


^ 


| NE | ; a - gs 
Ls) =F \ (n — Bet ap 


oo 


sb fou e coa gs 
L2) L-a) + ne L-a | 
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9 i 
Da) =e, Ly) = — y | e-* dp = erfe n 


iar coeficienții A, se aleg astfel ca L,(0) = 1. In particular 


SĂ | 9h41 
A=- Vs A, eet i As; = T M. (2k) !! s$ 


Asa = (2h Sram L) !! P A, = 2k À, 2 Åi = i 


Deoarece funcţiile fas, gn = 0 şi 9, depinde numai de 
variabila n, termenii neliniari din ecuaţiile (6.4.5) pentru 
n> 2a + 2 sînt egali cu zero şi atunci (6. 4.6) reprezintă 
"soluţiile acestor ecuaţii pentru fiecare n =0, 1, ...,.N. 
În consecinţă, în ipoteza (6.4.3) soluţia obţinută pentru 
problema incompresibilă este side Si ea Se poate scrie 
sub forma 


= 


36: c) uU) Uu f U Lines) 


=0 s 


V=0 (6.4.7) 


To, = T, [1 + > Muse y UE 
| no 

Observaţii. După cum se stie ecuaţiile stratului limită 
nu sînt valabile în regiunea bordului de atac al plăcii plane 
gemiinfinite si atunci fireşte soluţiile (6.4.7) nu se pot 
folosi în această regiune. Apoi, deoarece aceste soluţii 
nu depind de variabila œ problema considerată aici se 
reduce la cea a plăcii plane infinite; formal problema pre- 
zentá este cea a lui Rayleigh pentru un fluid compresibil 
in aproximatiile teoriei stratului limită. Dacă, în particular 
presupunem că U = U,(«-0 şi U,=0 pentru n 21) 
din (6.4.7) rezultă soluţia lui van Dyke pentru pro- 
blema lui Rayleigh compresibilă. 
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Să vedem în continuare cum se face revenirea de la 
planul „incompresibil” la planul compresibil (planul 
mișcării reale). Pentru aceasta să observăm că din (6.4.1 a) 
avem 


AY = e(t) £2 d = oft) — d. (6.4.8) 
p 


7 
T 


Nol, din agree de stare (6.3.2d) şi e (6.4.4) se 
obţine 


-t =] + IZA yp i Y UNE qz” (6.4.9) 
T 2 n=0 


şi prin urmare (6.4.8), în care a) = vor, devine 
YI ye aaa 
Y=2 vor |n. est Y Va (7) (s (6.4.10) 
ci Mc MED DC T RUE, 
„unde es ORE 


Xal) =y U, U,- np F 


=0 


Avice, Hoz JA < 
E [i mea zn etaed (Lara — j| ° 


wm A, ie29-1 Antal 


Integrala I,, care apare în această expresie se poate 
exprima prin formula de recurenţă — 


A.A 
(1 — D, Lyr) — E Ipren 
PERI Aguy* Mu 


Ina) = 
în care avem 
Ly (0) = 2n — Lo(m 1/2) — 226) n 
25 | 
Toe L(y) — 1]. 
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De notat c că pentru problema incompresibilă anda P = Po 
atunci Y 2 y —2 V vc si prin urmare expresia 


e T) ) ex ptt y ZIE ae )* 


n=O 2 [var 


reprezintă influenţa compresibilitatii curgerii in direcția 
normală la placă. Viteza compresibilă în această direcţie, 
folosind (6.3.5) si (6.4.7), se poate serie sub forma 


in care funcția e ME satisface oaia implicita 


x = Cys: 5 Y 3 Te yc y^ i cO ae i )M*, ey, 3 c) ) =0. 
DA | (6.4.11) 
Dar, din (6.4.9) si (6. STD, avem Lr [e și prin 
urmare rie 


00 


at 2 


= 26,09] t" 2 


ea -r-t W pn B (De 


De aici se constată că departe de placă (n > oo) se induce 
in fluid o curgere normală la placă avînd viteza | 


valt) = fw. MS ET Y (n - 4a + 1)x. (09) 


n=0 


iar grosimea de deplasare datorită acestei mişcări induse 


este 


e 
= e v, (0) dr etr sed) AME HRS 3 Xn (oo) yr. | 


0 
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Aplicație. Deoarece functiile Et 1) Sint tabelate în 


[340] înseamnă că pentru calculul diferitelor earacteris- 
tici ale stratului limită corespunzător prezentei probleme 
trebuie si cunoaştem coeficienții U,(» > 1) care intervin 
în seriile (6.4.7). Să considerăm. cazul unei viteze U(t) de 
forma 

U(t) = U,[1 — exp( —U]v,)] (6.4.12) 
unde U(t) > U cînd t + oo. Introducind mărimile adi- 
mensionale : ! 
EA == u[U s, U — U/U s, y ES Um VÍ Voss EET (U2,1| v)? 


expresia vitezei (6.4.12) devine 


U=1 — exp (— 72) 


sj atunci avem 


Dc. 
Uy =0, U, = A) on —12,.... 


Fig, 6,13. Variația vitezei ori- Fig. 6.14. Variația temperaturii 
zontale in’ timp. în timp. 


Rezultatele calculelor sînt ilustrate in fig. 6.13 (viteza 
orizontală), fig. 6.14 (temperatura) și lig. 6.15 (viteza in 
direcţia normală la placă) in tuneţie de variabila y pentru 
diferite valori ale timpului c. Fig. 6.16 reprezintă variaţia 
în timp a vitezei induse v (linia continuă) impreună n 
soluţia asimptotică (timpuri mari) obţinută de van Dyke 
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(linia punetatá) pentru cazul mișcării impulsive a plăcii. 
Se vede de aici că soluţia lui Zeytounian tinde asimptotic 
către cea a lui van Dyke. În plus, din cele prezentate aici 
se pot trage uşor concluzii importante cu privire la rolul 
compresibilitátii asupra naturii mișcării considerate. 


2. 
Yd Mb 


0 1 2; 35 t ^D 31 2 3 q 
Fig. 6.15. Variatia vitezei norma- Fig. 6.16. Variația vitezei . mis- 
le la placă in timp cării exterioare stratului limită : 
— — — van Dyke (1952); 
Zeytounian (9170) 


înafară de lucrările citate în acest capitol se mai pot 
consulta: Evans [82], Pai [191], Pop [208], Riley [220 ], 
Sarma [233], Schreier [241] etc. 
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rind de a tamiliarize- pe cititori cu metodele—analitice: — = 
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